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FOREWORD 


我 国电 子 信息 产业 销售 收入 总 规模 在 2013 年 已 经 突破 12 万 亿 元 ,行业 收入 占 工业 总 
体 比重 已 经 超过 9%。 电 子 信息 产业 在 工业 经 济 中 的 支撑 作用 凸显 ,更 加 促进 了 信息 化 和 
工业 化 的 高 层次 深度 融合 。 随 着 移动 互联 网 、 云 计算 、 物 联网 、 大 数据 和 石墨 烯 等 新 兴 产 业 
的 爆发 式 增长 ,电子 信息 产业 的 发 展 呈 现 了 新 的 特点 ,电子 信息 产业 的 人 才 培 养 面临 着 新 的 
挑战 。 

(1) 随 着 控制 .通信 \ 人 机 交互 和 网 络 互联 等 新 兴 电 子 信息 技术 的 不 断 发 展 , 传 统 工 业 
设备 融合 了 大 量 最 新 的 电子 信息 技术 ,它们 一 起 构成 了 庞大 而 复杂 的 系统 ,派生 出 大 量 新 兴 
的 电子 信息 技术 应 用 需求 。 这 些 “ 系 统 级 ”的 应 用 需求 ,迫切 要 求 具有 系统 级 设计 能 力 的 电 
子 信息 技术 人 才 。 

(2) 电子 信息 系统 设备 的 功能 越 来 越 复杂 ,系统 的 集成 度 越 来 越 高 。 因 此 ,要 求 未 来 的 
设计 者 应 该 具备 更 扎实 的 理论 基础 知识 和 更 宽广 的 专业 视野 。 未 来 电子 信息 系统 的 设计 越 
来 越 要 求 软件 和 硬件 的 协同 规划 ,协同 设计 和 协同 调试 。 

(3) 新 兴 电 子 信 息 技术 的 发 展 依赖 于 半导体 产业 的 不 断 推动 ,半导体 厂商 为 设计 者 提 
供 了 越 来 越 丰富 的 生态 资源 ,系统 集成 厂商 的 全 方位 配合 又 加 速 了 这 种 生态 资源 的 进一步 
完善 。 半 导体 厂商 和 系统 集成 厂商 所 建立 的 这 种 生态 系统 ,为 未 来 的 设计 者 提供 了 更 加 便 
捷 却 又 必须 依赖 的 设计 资源 。 

教育 部 2012 年 颁布 了 新 版 (高 等 学 校本 科 专 业 目 录 》, 将 电子 信息 类 专业 进行 了 整合 ， 
为 各 高 校 建立 系统 化 的 人 才 培 养 体系 ,培养 具有 扎实 理论 基础 和 宽广 专业 技能 的 、 兼 顾 * 基 
础 > 和 * 系 统 ” 的 高 层次 电子 信息 人 才 给 出 了 指引 。 

传统 的 电子 信息 学 科 专 业 课程 体系 呈现 * 自 底 向 上 "的 特点 ,这 种 课程 体系 偏重 对 底层 
元 器 件 的 分 析 与 设计 , 较 少 涉及 系统 级 的 集成 与 设计 。 近 年 来 ,国内 很 多 高 校对 电子 信息 类 
专业 课程 体系 进行 了 大 力度 的 改革 ,这 些 改革 顺应 时 代 潮 流 , 从 系统 集成 的 角度 ,更 加 科学 
合理 地 构建 了 课程 体系 。 

为 了 进一步 提高 普通 高 校 电 子 信 息 类 专业 教育 与 教学 质量 ,贯彻 落实 (国家 中 长 期 教育 
改革 和 发 展 规划 纲要 (2010 一 2020 年 )》 和 《教育 部 关于 全 面 提高 高 等 教育 质量 若干 意见 》 
( 教 高 K201234 号 ) 的 精神 ,教育 部 高 等 学 校 电子 信息 类 专业 教学 指导 委员 会 开展 了 “高 等 学 
校 电子 信息 类 专业 课程 体系 ”的 立项 研究 工作 ,并 于 2014 年 5 月 启动 了 《高 等 学 校 电 子 信息 
类 专业 系列 教材 》( 教 育 部 高 等 学 校 电子 信息 类 专业 教学 指导 委员 会 规划 教材 ) 的 建设 工作 。 
其 目的 是 为 推进 高 等 教育 内 涵 式 发 展 ,提高 教学 水 平 ,满足 高 等 学 校对 电子 信息 类 专业 人 才 
培养 .教学 改革 与 课程 改革 的 需要 。 

本 系列 教材 定位 于 高 等 学 校 电子 信息 类 专业 的 专业 课程 ,适用 于 电子 信息 类 的 电子 信 
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息 工程 .电子 科学 与 技术 .通信 工程 、 微 电子 科学 与 工程 .光电 信息 科学 与 工程 信息 工程 及 
其 相近 专业 。 经 过 编审 委员 会 与 众多 高 校 多 次 沟通 ,初步 拟定 分 批 次 (2014 一 2017 年 ) 建 设 
约 100 门 课程 教材 。 本 系列 教材 将 力求 在 保证 基础 的 前 提 下 ,突出 技术 的 先进 性 和 科学 的 
前 沿 性 ,体现 创新 教学 和 工程 实践 教学 ; 将 重视 系统 集成 思想 在 教学 中 的 体现 ,鼓励 推 陈 出 
新 ,采用 “ 自 项 向 下 ”的 方法 编写 教材 ; 将 注重 反映 优秀 的 教学 改革 成 果 ,推广 优秀 的 教学 经 
验 与 理念 。 

为 了 保证 本 系列 教材 的 科学 性 、 系 统 性 及 编写 质量 ,本 系列 教材 设立 顾问 委员 会 及 编审 
委员 会 。 顾 问 委 员 会 由 教 指 委 高 级 顾问 、 特 约 高 级 顾问 和 国家 级 教学 名 师 担 任 , 编 种 委员 会 
由 教育 部 高 等 学 校 电 子 信 息 类 专业 教学 指导 委员 会 委员 和 一 线 教学 名 师 组 成 。 同 时 ,清华 
大 学 出 版 社 为 本 系列 教材 配置 优秀 的 编辑 团队 ,力求 高 水 准 出 版 。 本 系列 教材 的 建设 ,不 仅 
有 众多 高 校 教师 参与 ,也 有 大 量 知名 的 电子 信息 类 企业 支持 。 在 此 , 谨 向 参与 本 系列 教材 策 
划 、 组 织 、 编 写 与 出 版 的 广大 教师 .企业 代表 及 出 版 人 员 致 以 诚挚 的 感谢 ,并 殷切 希望 本 系列 
教材 在 我 国 高 等 学 校 电子 信息 类 专业 人 才 培 养 与 课程 体系 建设 中 发 挥 切 实 的 作用 。 
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“数字 信号 处 理 ? 是 电气 .电子 信息 类 本 科 专 业 非 常 重要 的 一 门 专业 课 , 对 于 信息 与 通信 
工程 .电子 科学 与 技术 .电气 工程 ,控制 科学 与 工程 等 学 科研 究 生 的 培养 来 说 也 是 至 关 重 要 
的 。“ 数 字 信 号 处 理 ” 的 先 修 课 程 为 “信号 与 系统 ”, 后 续 课 程 有 “通信 原理 “高 频 电子 线路 ” 
等 。“ 数 字 信 号 处 理 ” 主 要 讲解 离散 信号 的 各 种 分 析 方 法 和 滤波 器 的 设计 方法 。 具 体内 容 包 
括 离散 信号 的 傅 里 叶 变 换 、 周 期 离散 序列 的 傅 里 叶 级 数 表示 、 离 散 信 号 的 离散 傅 里 叶 变 换 及 
其 快速 算法 一 一 快速 傅 里 叶 变 换 、 快 速 传 里 叶 变 换 的 应 用 ; 模拟 滤波 器 的 设计 方法 有 限 冲 
激 响应 数字 滤波 器 的 设计 方法 以 及 无 限 冲 激 响应 数字 滤波 器 的 设计 方法 。 

本 书 结合 编者 近 二 十 年 学 习 、 研 究 和 教学 的 成 果 编 写 而 成 。 紧 密 结合 编者 多 年 的 实践 
和 研究 成 果 , 参 考 了 大 量 国内 外 的 同类 教材 ,汲取 了 大 量 精辟 的 论述 并 重新 进行 了 整理 。 在 
主体 内 容 安排 上 ,兼顾 简单 的 和 复杂 的 、 基 础 的 和 综合 性 的 内 容 。 对 学 生 疑 问 较 多 的 内 容 ， 
力求 讲解 清楚 透彻 ,以 增强 启发 性 。 写 作 过 程 中 字 振 句柄 ,反复 推荐 。 力 求 取得 以 下 效果 ， 

(1) 本 书 的 定位 是 研究 性 教材 ,编写 风格 是 启发 式 的 。 特 别 注重 离散 信号 各 种 分 析 方 
法 之 间 的 关联 与 区 别 。 对 循环 卷 积 和 重生 保留 法 的 叙述 融入 了 编者 持续 多 年 思考 和 钻研 的 
成 果 。 

(2) 编者 认为 “ 傅 里 叶 变 换 ” 在 整个 电子 信息 类 专业 培养 中 具有 非常 重要 的 地 位 ,体现 
了 编者 倡导 的 对 “信号 与 系统 ”及 相关 课程 进行 一 体 化 教学 改革 的 理念 。 

(3) 尽量 减少 和 其 他 课程 特别 是 “信号 与 系统 ”课程 在 内 容 上 重复 ,保证 课程 体系 内 相 
关 课 程 之 间 的 无 颖 衔接。 同时 力争 做 到 自 包 容 , 对 “信号 与 系统 "课程 中 的 傅 里 叶 变 换 、 拉 普 
拉 斯 变换 、Z 变 换 进行 了 简单 介绍 。 

全 书 由 河 海 大 学 计算 机 与 信息 学 院 吕 勇 、 李 昌 利 、 谭 国平 . 胡 锥 轩 共 同 编著 ,其 中 前 两 间 
主要 由 李 昌 利 完成 ,后 三 章 主 要 由 吕 勇 完成 。 本 书 的 写作 源 于 王 慧 斌 教授 和 严 勤 教授 的 鼓 
励 、 支 持 和 信任 ,本 书 的 出 版 得 到 了 河 海 大 学 计算 机 与 信息 学 院 的 资助 ,在 此 一 并 表示 诚挚 
的 感谢 。 我 们 深 知 编写 一 本 令 读 者 喜爱 且 与 众 不 同 的 教材 从 来 都 不 是 一 项 容易 的 工作 ,我 
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和 离散 信号 与 离散 系统 


CHAPTER 1 


本 章 内 容 提要 

本 章 主要 讲解 离散 信号 的 基本 变换 及 离散 系统 的 简单 分 析 方法 。 着 重 讲解 离散 信号 的 忆 
变换 、 傅 里 叶 级 数 表示 、 离 散 时 间 傅 里 叶 变 换 。 为 了 比较 和 分 析 , 也 简单 介绍 了 连续 信号 的 傅 
里 叶 级 数 表示 、 傅 里 叶 变换 和 拉 普 拉 斯 变换 。 通 过 对 连续 信号 的 等 间隔 采样 ,将 连续 信和 号 与 离 
散 序列 关联 起 来 , 随 之 也 建立 了 连续 倩 里 叶 变 换 与 离散 时 间 傅 里 叶 变换 之 间 的 内 在 联系 。 

信号 在 时 域 连 续 或 离散 、 周 期 或 非 周期 的 特性 直接 影响 着 它们 在 频 域 的 频谱 是 否 连续 
取 值 ,是否 周期 重复 。 在 某 个 域 上 具有 周期 性 ,自然 意味 着 在 另外 一 个 域 上 具有 对 应 间隔 的 
离散 性 ; 反之 亦 然 。 时 、 频 的 二 重 性 是 正 、 反 变换 式 在 数学 上 对 称 性 的 必然 结果 。 


1.1 连续 信号 及 其 变换 


1.1.1 连续 信号 


人 类 赖 以 生存 的 物理 世界 充满 了 各 类 信和 号 ,有 些 是 自然 界 产生 的 ,有 些 是 人 类 自己 的 身 
体 产 生 的 ,还 有 些 是 人 类 为 了 满足 某 种 需求 运用 智慧 产生 的 。 例 如 ,我 们 用 声带 发 声 时 气压 
的 变化 ,一 天 中 空气 湿度 的 变化 ,在 医院 里 医生 给 我 们 作 心电图 检查 时 仪器 上 显示 的 周期 性 
心 电 信号 。 严 格 来 讲 , 信 号 和 函数 是 两 个 截然 不 同 的 概念 。 在 信号 与 系统 分 析 中 ,信号 一 般 
被 描述 成 数学 函数 。 信 号 是 携带 信息 的 真实 物理 现象 ,而 函数 是 对 信号 的 描述 。 信 号 表示 
为 一 个 时 间 的 函数 。 从 广义 上 说 ,信号 是 随时 间 变 化 的 某 个 物理 量 。 只 有 变化 的 物理 量 才 
能 携带 信息 。 在 信号 分 析 与 处 理 中 ,不 考虑 信号 和 函数 的 细微 区 别 , 而 把 它们 混 为 一 体 。 

按时 间 函 数 的 确定 性 ,信号 可 以 分 为 确定 性 信号 和 随机 信号 。 确 定性 信号 是 指 能 够 以 
确定 的 时 间 函 数 来 表示 的 信号 ,这 类 信号 在 定义 域 的 任意 时 刻 都 有 确定 的 函数 值 。 一 个 确 
定性 信号 的 函数 表达 式 或 者 波形 是 确定 的 。 例 如 ,f(z) 二 2sin(5xt 十 60") 就 是 一 个 确定 性 的 
信和 号。 随机 信号 需要 用 概率 密度 函数 进行 描述 。 例 如 在 f(1) 二 Asin(wot 十 四 中 ,如 果 A、wo 
和 9 三 个 参数 中 有 一 个 或 多 个 不 确定 ,或 者 说 服从 某 个 概率 分 布 , 则 f(z) 就 是 一 个 随机 信 
号 。 在 “信号 与 系统 “数字 信号 处 理 ” 等 课程 中 ,只 涉及 确定 性 的 信号 ,至 于 随机 信号 则 在 
“随机 信号 分 析 ” 等 课程 中 专门 讲解 。 

信和 号 还 可 以 分 为 连续 时 间 信 号 和 离散 时 间 信 号 。 通 常 的 数学 函数 可 以 表示 成 f(x) 的 
形式 ,这 里 xz 是 自 变 量 ,通常 可 以 是 连续 实数 集合 中 的 任意 数值 。 如 果 自 变量 是 时 间 上 , 且 


2 本 数字 信号 处 理 


可 以 取 任何 实数 ,那么 F(z) 就 被 称 为 连续 时 间 信 号 或 连续 信号 。7(D) 在 连续 的 时 间 点 上 有 
确定 值 。 这 里 的 “连续 ”是 指 连 续 的 时 间 点 或 者 说 自 变 量 t 是 连续 取 值 的 ,与 “离散 ”相对 ; 
这 里 的 “连续 ”与 “高 等 数学 ”课程 中 “连续 函数 ”的 “连续 ”是 两 个 不 同 的 概念 。 离 散 信 号 仅仅 
在 离散 的 时 间 点 上 有 确定 值 , 记 为 f(n) ,这 里 自 变 量 nn 只 取 离 散 的 整数 值 ,所 以 称 之 为 “ 离 
散 时 间 信 号 “离散 信号 ”或 “离散 序列 ”。 

在 信号 分 析 与 处 理 中 , 冲 激 函 数 6() 具 有 独特 的 地 位 ,粗略 定义 如 下 : 


三 Ddt=1 
cp (1) 


6(1) =0, Vt0 
冲 激 函 数 S(z) 的 严格 定义 需要 从 分 配 函 数 的 角度 理解 。 对 任 普通 函数 pg(+) ,如 果 下 式 成 
立 , 则 称 对 应 的 6802) 为 冲 激 函 数 


| awa = g(0) (1.2) 
从 分 配 函 数 的 角度 很 容易 得 到 6(7) 的 几 个 主要 性 质 。 
(1) 采样 性 。 
移 位 冲 激 函 数 6(1 一 to ) 的 采样 性 
全 sc 一 word = p(w) (1.3) 


(2) 与 普通 函数 的 乘积 。 
普通 函数 与 冲 激 函数 的 乘积 依然 为 冲 激 函数 ,具体 来 说 有 
ft— 1) = f(t0)6(t— to) (1.4) 
这 表明 6(1 一 to ) 乘 以 f(7) 依 然 是 一 个 冲 激 函 数 , 冲 激 强 度 为 f() 在 1 二 to 时 刻 的 取 值 f(to)。 
(3) 冲 激 函数 是 偶 函 数 。 


冲 激 函 数 是 偶 函 数 
6(1) = 6(—1) (1.5) 

(4) 尺度 变换 特性 。 

尺度 变换 特性 如 下 : 
6(at) = 6(2)/lal 和光 


(5) 冲 激 偶 8 (iD) 。 
定义 冲 激 函 数 SCGz) 的 一 阶 导数 为 冲 激 偶 函 数 8$ (z) 。 冲 激 偶 函 数 8 (z) 的 采样 性 


此 0 (D9(D dt =— 9 (0) 7》 


(6) 冲 激 偶 与 普通 函数 的 乘积 。 
冲 激 偶 函 数 和 普通 函数 的 乘积 有 以 下 性 质 : 


Of) = £60)0 (2) — f (0)60) (1:8) 
男 一 个 重要 的 信号 是 阶 跃 函数 u(t) ,其 定义 如 下 : 
Ia” WO 
u(t) = | (1.9) 
0 丈 宝 个 


在 t=0 处 ,函数 不 连续 ,存在 跳 变 。 显 然 u(0-)==0 及 wx(0+ ) 王 1。 函 数 在 :一 0 处 没有 定 
义 。 在 信号 分 析 与 处 理 中 ,x(z) 在 :一 0 处 的 取 值 无 关 紧 要 。 阶 路 信号 常用 来 描述 有 突变 的 


人 


信号 或 分 段 函 数 。 
移 位 形式 的 阶 跃 信 号 u(t 一 to) 定 义 为 
ceo 人 En (1.10) 
0, t<to 
设想 在 1 二 to 时刻 对 一 个 系统 施加 激励 信号 xz(2) , 则 xz(2)u(t 一 to) 就 可 描述 对 系统 起 作 
用 的 实际 激励 。 一 个 普通 函数 xz(z) 和 阶 跃 函数 uli 一 wo) 乘积 的 结果 是 : 保持 了 zxz(?) 在 1 二 
to 之 后 的 值 ,而 剔除 了 z<zm 之 前 的 值 ,所 以 wu(z 一 to) 相 当 于 一 个 在 1==to 时 闭合 的 开关 。 
阶 跃 信 号 与 冲 激 信号 的 关系 如 下 : 
d 


Mat) = 60) a.11) 
也 就 是 说 ,u(z) 的 导数 是 6(1)。 类 似 地 有 
ut mt) 一 30 一 人) (1.12) 
冲 激 函 数 和 阶 跃 函数 有 如 下 关系 : 
uD 一 | andr (1.13) 


当 上 0 时 ,上 式 右 端 :一 0 处 的 冲 激 在 积分 区 域内 ,从 而 积分 为 1, 等 式 成 立 ; 当 1<0 时 ,上 
式 右 端 一 0 处 的 冲 激 在 积分 区 域 之 外 ,从 而 积分 为 0, 等 式 也 成 立 。 更 一 般 地 有 


uC) = | aodr .14) 
对 任意 信号 z(z) ,由 冲 激 函 数 的 采样 性 有 
z(t) -| 6 — DzDdr (1.15) 


实际 上 ,上 式 给 出 了 用 移 位 冲 激 函数 分 解 (2) 的 方法 。 


1.1.2 连续 周期 信号 的 传 里 叶 级 数 表示 


设 z(0) 是 周期 为 了 的 连续 时 间 周 期 信号 。 令 
oo 一 2x/T (1.16) 
则 连续 周期 信号 z(z) 的 傅 里 时 级 数 表示 (展开 ) 形 式 为 


人 《1 了》 
三 | CE emo 
an 元 了 (De dt 


后 式 是 展开 系数 的 求解 公式 ,结果 与 积分 区 间 的 选择 无 关 , 所 以 只 要 积分 在 长 度 为 工 的 任 
意 连续 区 间 进 行 即 可 ,在 实际 计算 过 程 中 可 以 自行 选择 区 间 。ws 称 为 基 波 频率 ( 基 频 ); kwo 
称 为 上 次 谐 波 频率 。aier"' 称 为 基 波 分 量 ; 对 有 三 2,are*o' 称 为 k 次 谐 波 分 量 。 系 数 {ax} 称 
为 频谱 系数 ,ax 称 为 上 次 谐 波 系数 。 

上 面 的 论述 可 归纳 如 下 : 如 果 周 期 为 的 连续 时 间 信 号 x(t) 存在 一 个 傅 里 叶 级 数 表 
示 式 (1.16) ,那么 其 傅 里 叶 级 数 的 系数 就 由 式 (1. 17) 确 定 。 这 一 对 关系 式 就 定义 了 连续 周 
期 信号 的 傅 里 叶 级 数 表示 。 


4 者 上 | 数字 信号 处 理 


作为 一 个 例子 ,下 面 研究 周期 为 工 . 脉 宽 为 = 的 周期 矩形 脉冲 信号 的 傅 里 叶 级 数 展开 ， 
1 fr2 Ws 
ak 一 于 | De di 一 了 | dt 
进一步 计算 得 


a = 于 | ed 于 。 一 四 字 。 eer 于 Salkwor/2) 《1.18) 
式 中 Sa(* ) 为 采样 信号 ,定义 为 
Salt) = sint/t (1.19) 
类 似 地 ,定义 sinc 函数 ( 辛 格 函 数 ): 
sine(t) 一 St 一 saxt) (1.20) 
nt 


如 图 1-1 所 示 为 周期 了 保持 不 变 而 脉 宽 r 变动 时 周期 矩形 脉冲 信号 的 傅 里 叶 级 数 系数 
ws 的 变化 情况 。 由 图 可 以 看 出 ,频谱 出 现 的 位 置 不 变 , 因 为 工 不 变 , 所 以 基 频 不 变 , 频 谱 的 
间隔 也 就 保持 不 变 。 


1.0 


0.5 
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图 1-1 脉 宽 变动 时 周期 矩形 脉冲 信号 的 傅 里 叶 级 数 系数 


如 图 1-2 所 示 为 周期 了 变动 而 脉 宽 r 保持 不 变 时 周期 矩形 脉冲 信号 的 傅 里 叶 级 数 系数 
ex 的 变化 情况 。 由 图 可 以 看 出 , 随 着 工 的 增 大 ,频谱 间隔 减 小 ,频谱 变 得 密集 。 

由 图 1-1 和 图 1-2 可 以 看 出 ,周期 信号 的 频谱 有 以 下 三 个 特点 : 第 一 ,它们 由 不 连续 的 
谱 线 组 成 ,每 一 条 线 代表 一 个 频率 分 量 , 这 样 的 频谱 具有 不 连续 性 或 离散 性 ; 第 二 ,所 有 的 
谱 线 只 能 出 现在 基 波 频率 的 整数 倍 处 ,频谱 中 不 存在 基 波 频率 非 整数 倍 的 分 量 , 这 样 的 频谱 
具有 协办 性 ; 第 三 ,各 条 谱 线 的 高 度 , 也 即 谐 波 振幅 的 模 值 ,总 的 趋势 是 随 着 谐 波 次 数 的 增 
大 而 逐渐 减 小 , 当 谐 波 次 数 无 限 增 大 时 , 谐 波 分 量 的 振幅 也 就 无 限 趋 小 ,这 就 是 其 收敛 性 , 同 
时 这 使 得 截取 有 限 项 的 低 次 谐 波 近似 表示 原始 的 周期 信号 成 为 可 能 。 

连续 周期 信号 的 傅 里 时 级 数 展开 把 周期 信号 分 解 为 无 穷 多 项 的 级 数 之 和 ,每 一 项 的 频 
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图 1-2 周期 变动 时 周期 矩形 脉冲 信号 的 傅 里 叶 级 数 系数 


率 为 信号 基 频 wo 的 整数 倍 。 在 很 多 应 用 中 , 傅 里 叶 级 数 表示 是 有 价值 的 。 然 而 作为 一 种 分 
析 线 性 系统 的 依据 ,存在 严重 的 局 限 性 ,这 也 从 根本 上 制约 了 它 的 应 用 范围 。 其 局 限 性 体现 
为 两 点 : 

(1) 傅 里 叶 级 数 表示 只 针对 周期 信号 ,不 能 对 非 周 期 信号 进行 傅 里 叶 级 数 展开 。 实 际 
上 , 非 周 期 信号 相当 于 T 一 oo 的 周期 信号 ,此 时 基 频 wm 一 2r/T-~0。 而 任何 一 个 实际 系统 的 
输入 信号 都 是 有 始 有 终 的 , 即 它 不 可 能 是 周期 信号 (周期 信号 在 整个 时 间 域 都 有 定义 ) 。 

(2) 傅 里 叶 级 数 分 析 很 容易 应 用 于 BIBO 稳定 系统 (如 输入 有 界 、 输 出 也 有 界 的 系统 )， 
但 不 能 处 理 不 稳定 或 者 边界 稳定 的 系统 。 

通过 对 非 周期 信号 进行 傅 里 叶 变换 (当然 周期 信号 也 可 以 进行 傅 里 叶 变 换 ) ,就 可 以 克 
服 第 一 点 。 传 里 叶 变 换 把 信和 号 变 为 积分 ,得 到 的 频谱 为 连续 谱 。 通 过 拉 普 拉 斯 变换 ,把 傅 里 
叶 级 数 中 纯 虚 指数 信号 ewo! 变 为 复 指数 信号 e (其 中 ; 为 复 频率 ) ,就 可 以 克服 第 二 点 。 以 
下 两 小 节 分 别 介绍 连续 傅 里 叶 变 换 和 拉 普 拉 斯 变换 。 


1.1.3 连续 信号 的 传 里 叶 变 换 


在 1.1.2 节 中 ,我 们 把 连续 周期 信号 展开 为 一 组 成 谐 波 关系 的 复 指 数 信号 的 线性 组 合 。 
本 节 将 把 一 般 ( 非 周期 ) 信 号 展开 成 复 指数 信号 的 加 权 积 分 ,当然 对 周期 信号 也 可 以 进行 
分 析 。 

设 z(z) 是 周期 为 的 连续 时 间 信 号 ,z(t) 是 非 周 期 信号 , 且 在 某 个 周期 内 z(1) 二 zx(1)， 
而 在 其 他 时 间 区 域内 zx(7) 恒 为 零 。 不 失 一 般 性 , 设 
mi = 7 


X(t) = (1.21) 


其 他 
令 wo 二 2x/T, 对 Z() 进 行 傅 里 叶 级 数 展开 得 
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£0) = > ar 
Ee (122 
本 he Z(t dt 
当 上 式 右 边 的 积分 区 间 选 为 一 T/2 二 :过 T/2 时 ,可 得 
1 fms 1 fr2 
ak -二 | X(t)e ordt 一 | X(t)e ordt 
TJ-mz TJ-rz 
= 十” Zz(1)e ieor dt (1.23) 
令 : 
X(jO) = 外 (De di (1.24) 
则 由 以 上 两 式 可 得 
a = LR) = Xoo) (1.25) 
T 2r 
把 式 (1.25) 代 入 式 (1. 22) 得 
十 co 二 oo 
Fi) = > 细 X(jioo)eeo: 一 工 > Xho) moiwo Ci. 
Ps ses 
随 着 Too( 即 wo 一 0),Z(7) 将 趋 近 于 xz(7) ,此 时 上 式 右边 的 求 和 就 变 为 一 个 积分 ,从 而 有 
= | XG er dn (1.27) 
2rJ-- 
这 就 得 到 了 连续 信号 的 傅 里 叶 变 换 对 : 
XGo) = | zema 
Cl.28y 


zx(1) = | XGO)ead0 
2rJ-- 


用 符号 7 琴 示 传 里 叶 变换 为 : zx(D) 作 X(Gi0)。X(jO) 称 为 zi) 的 傅 里 时 变换 。 与 周期 信 
号 傅 里 叶 级 数 系数 所 用 的 术语 类 似 ,X(jQ) 常 常 称 为 x(t) 的 频谱 。X(jQ) 的 模 ( 记 为 
1XGQ) |) 称 为 z(7) 的 幅度 谱 ; XGQ) 的 相位 ( 记 为 4XGQ)) 称 为 xz(1) 的 相位 谱 。 

如 果 在 傅 里 叶 变 换 式 中 , 令 4 一 0, 得 到 


X00) = 全 roou (1.29) 
上 式 右边 是 x(7) 在 整个 时 域 围 的 面积 ,是 直流 分 量 或 平均 值 ,其 大 小 等 于 X(jQ) 在 Q==0 处 
的 取 值 。 
同样 ,如果 在 傅 里 叶 反 变换 式 中 令 :一 0, 得 到 
2xz(0) 一 | xdonao (1. 30) 


上 式 右边 为 XGO) 在 整个 频率 域 围 的 面积 ,其 大 小 等 于 zi 在 :一 0 处 取 值 的 2r 倍 。 
设 z(?) 是 能 量 型 信号 , 它 的 能 量 为 


E=| Lz [a C1 81 


设 z(D 已 X(i9), 则 有 
武直 三 2[ XGMer dn (1. 32) 
2 -~ 
将 式 (1. 32) 代 入 式 (1. 31) 得 
E -| z(Dzx* (Ddt = 「 z(t) [去 | Xm er do] 


= 0 [|X Gmem da] (1. 33) 
NJ-~ 一 oo 
在 上 边 右 边 中 交换 对 Q 和 对 + 的 积分 次 序 , 得 

E= 2 Go)[| ze a]dn (1.34) 


由 傅 里 叶 变 换 定义 式 知 ,上 式 右边 中 括号 内 即 为 zx(z) 的 傅 里 叶 变换 XCj2), 所 以 上 式 可 
写 为 


0 . » 1: i We 8 
下 = 站 | xGox' dmdn=B| 1XGoyl'do (1.35) 
这 样 就 得 到 能 量 型 连续 信号 的 帕 斯 瓦尔 关系 式 : 
[zw a= XG lan 1.36) 


它 表 明 信 号 在 时 域 和 频 域 的 能 量 是 守恒 的 。 令 S(Q)==|XGQ)|?, 则 S(Q) 代 表 了 信号 能 量 
随 着 频率 变化 的 分 布 情况 , 称 为 z(7) 的 能 量 谱 密 度 。 

常见 的 典型 信号 的 傅 里 叶 变 换 介绍 如 下 : 

(1) 单 边 指数 信号 。 

单 边 指数 信号 e“u(z) 的 傅 里 叶 变 换 为 


F 
eu(D)e 


es i (1.37) 
显然 a 二 0 时 e-“u(z) 的 傅 里 叶 变 换 不 存在 。 当 a 二 0 时 ,e “wu(1) 变 为 u(t) ,其 傅 里 叶 变换 在 
后 面 给 出 。 

(2) 双边 指数 信号 。 

双边 指数 信号 e" 的 傅 里 叶 变 换 为 


2a 
2 十 2” 


eol 翅 


a 二 0 (1.38) 


(3) 矩形 脉冲 信号 。 
矩形 脉冲 信号 w(t 十 r/2) 一 wx(t 一 rz/2) 的 傅 里 叶 变 换 为 


ut 十 z/2) 一 zt 7/2) 200 2 


当 rz 一 2 时 ,上 式 变 为 


r。Sa(Oz/2) (1. 39) 


u(t+ DD —ut— 1)S2Sa(n) (1.40) 
利用 式 2xz(0) 一 [ XGQ)dQ, 可 得 


| Sa(O)d0 = x LulittD) ou —1)]|,o=x CLA 
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把 Q 换 成 :, 上 式 变 为 
站 sintdy 一 工 
-~ 1 
(4) 冲 激 信号 。 
6(1z) 的 傅 里 叶 变 换 为 
6(D) 1 


这 表明 冲 激 函数 的 频谱 在 整个 频率 域 都 是 平坦 的 。 
由 傅 里 叶 反 变换 定义 得 


下 RE 
5 = i .md 一 二 | eedo 
此 即 : 
[ean = 2x607) 
将 上 式 中 的 变量 Q 和 + 互 换 得 
[era = 2n3(0) 
考虑 到 冲 激 函数 为 偶 函数 ,上 式 变 为 
[endn = an 
下 面 来 求 常数 1 的 傅 里 叶 变 换 。 由 傅 里 叶 变 换 定义 得 
开 ]1] = | 。eTim di = [eeu 
由 式 (1.47) 可 得 
A1]= 2x6(0) 
(5) 正弦 信和 号。 
正弦 信号 sin(wot) 的 傅 里 叶 变 换 为 
sin(wot) SL + wo) — OC0 — wo)] 
余弦 信号 cos(wot) 的 傅 里 叶 变 换 为 
cos(wot) SL 十 wo) + HQ — w)] 


从 以 上 两 式 可 以 看 出 ,正弦 信号 和 余弦 信号 的 傅 里 叶 变换 为 两 个 冲 激 。 


(6) 符号 函数 。 
符号 函数 定义 的 傅 里 叶 变 换 为 
人 
sgn(t) 一 1 0， t=0 i 
ly 天 < 


(7) 阶 路 信号。 
阶 跃 信和 号 的 傅 里 叶 变 换 为 
u(D EndN) + 南 


下 面 介绍 连续 傅 里 叶 的 基本 性 质 。 


.42) 


.43) 


.44) 


.45) 


.46) 


.47) 


.48) 


.49) 


.50) 


“51 


.52) 


.53) 


二 


(1) 对 偶 性 。 
设 z(D) 必 X(Q), 则 有 
XE2r x(—j0) (1.54) 


X(CD)/2xz( 一 j0) (1.55) 
例 1-1 已 知 傅 里 叶 变 换 对 开 x(t 二 rz) 一 wx(t 一 zc 一 2rSa(Cor)。 利 用 对 偶 性 , 求 XGpD) 一 
U(Q 十 wo) 一 w(Q 一 wo) 的 傅 里 叶 反 变换 zi) 。 
解 : 已 知 傅 里 叶 变 换 对 : 
w= Wt = 


利用 对 偶 性 ,由 上 式 可 得 
开 2rSa(t)] =2r[u(— Qo) 一 x( 一 0 一 z)] 
2x[(1 一 x(2 十 rz)) 一 (1 一 wx 一 rz))] 
一 2r[Lx(Q 一 r) 一 wxCQ2 十 z)] 


在 上 式 中 令 r= 二 w ,得 
2w Saliwo) 2n Lu 0 十 om) 一 wx 一 oo)] 


此 即 
PD SQ + wo) — ulQ — wn) (1.56) 
(2) 时 移 特性 。 
若 z(D) 必 XGQ), 则 对 任意 常数 1。 有 
z(t— 10) EXOGN) ei (1.57) 


显然 |X(jQ)e ?0 | 一 |erao||1XG2)|=|XG2)|, 这 表明 时 移 不 影响 信号 的 幅度 谱 。 

(3) 频 移 特性 。 

若 z(D)< 人 XGjiO) , 则 对 任意 常数 和 有 

z(t)etm' XO wo)) (1. 58) 

傅 里 叶 变 换 的 频 移 特性 表明 信号 在 时 域 乘 以 因子 e%! 对 应 于 频谱 在 频 域 的 频 移 ,搬移 
量 为 右 移 oo 。 

(4) 尺度 变换 特性 。 

车 z() 信 XG0), 则 对 任意 非 零 的 实数 a 有 


(ol) 权 xi2] (1.59) 
尺度 变换 特性 的 一 个 重要 影响 就 是 : 在 某 个 域内 的 压缩 ( 拉 伸 ) 必 然 导 致 另 一 个 域内 的 拉 伸 
(压缩 ) 。 
特别 地 , 当 a= 一 1 时 ,尺度 变换 特性 变 为 
xz 一 DeX( 一 ji0) (1.60) 


上 式 表明 时 域 的 反 转 导致 频 域 的 反 转 , 这 称 为 傅 里 叶 变换 的 反 转 特性 。 
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(5) 微分 特性 。 
若 z(D 人 X(i9) , 则 有 时 域 微分 特性 为 
fr Sin .XO(0) (1.61) 
对 任意 正 整 数 , 更 一 般 的 时 域 微分 特性 为 
SDT CGO"XGO) (1.62) 
若 z(D) 心 X(iO) , 则 有 频 域 微分 特性 为 
—je zx XO) (1.63) 


dQ 
或 


1* x SI Xi0) 
对 任意 正 整数 ,更 一 般 的 频 域 微分 特性 为 


CjD"z(DT 让 Xi0) (1.64) 
(6) 积分 特性 。 
若 z(OD)<>XGji0), 则 有 时 域 积分 特性 为 
[ zdr TS aXG0)a0) + (1.65) 


考虑 到 X(j0) 一 | xz(0)d: 为 xD) 的 直流 分 量 ,上 式 右边 冲 激 孙 数 项 反映 了 积分 所 产生 的 
直流 分 量 。 
车 六 GQ) 1a-。 一 0, 则 上 式 变 为 
| rodr 
此 式 说 明 , 若 信号 无 直流 分 量 , 则 信号 在 时 域 的 积分 相当 于 频谱 函数 在 频 域 除 以 iD。 
若 z(0) 心 XGji0), 则 有 频 域 积分 特性 为 


二 0 
rz(0)6C1) 一 2 XO dv (1.67) 


£ X(Q) 
0 (1.66) 


(7) 奇偶 性 。 

记 z(D)XGi2)。 若 z(0) 是 偶 信 号 , 即 zx(i) 一 z( 一 D), 两 边 取 传 里 叶 变 换 得 XCjO) 一 
开 zx( 一 四 ]。 考 虑 到 弄 x( 一 四 二 XX( 一 jQ), 所 以 有 XX(jQ) 二 X( 一 jQ)。 这 表明 偶 信 和 号 的 傅 里 
叶 变 换 同样 是 偶 信 号 。 

同 理 可 得 , 奇 信 号 的 傅 里 叶 变 换 同样 是 奇 信号 。 

(8) 共 思 e 性 。 

车 z() 必 XGQ), 则 有 

zx’ (DEX' (一 j0) (1.68) 

进一步 可 得 , 实 信号 傅 里 叶 变 换 的 实 部 是 偶 函 数 , 虚 部 是 奇 函 数 ; 纯 虚 信号 传 里 叶 变 换 

的 实 部 是 奇 函 数 , 虚 部 是 偶 函 数 。 


二 


如 果 z(z) 是 实 信 号 , 则 其 幅度 谱 |XGi2)| 是 2 的 偶 函 数 ; 实 信 号 z(D 的 相 频 响应 一 XGO) 
为 0 的 奇 函数 。 
(9) 帕 斯 瓦尔 定理 。 


车 (DXGO) ,yD 人 YGjQ) , 帕 斯 瓦尔 定理 的 一 般 形式 为 


[zy (CDd = | XdnY: GQ dn (1..69) 
当 z(t) 二 y(#) 时 ,作为 一 个 特例 ,上 式 变 为 
| 六 | x(2) |2dz = a | XG0) |2do (1.70) 


这 表明 信号 在 时 域 的 能 量 和 频 域 的 能 量 相等 。 
(10) 卷 积 定理 。 


若 立 (DO 们 Xi (ji02) 和 (0 人 X;(j2), 则 有 时 域 卷 积 定理 : 
Zz1D x2 EXON XO) Ci 
傅 里 叶 变 换 的 时 域 卷 积 定理 为 求 x(t) 和 y(?) 的 卷 积 提供 了 另外 一 个 方法 。 
车 如 (D 才 X10) 和 z(t) 咏 X,(jQ), 则 有 频 域 卷 积 定理 : 
tes 去 XGO) x Xa(j0) (1.72) 
例 1-2 下 面 利 用 频 域 卷 积 定理 证 明 一 个 信号 不 可 能 既是 时 限 的 ,又 是 带 限 的 。 
证 明 : 假设 任意 信号 z(t) 是 时 限 的 ,不 妨 设 其 持续 期 为 三 1 过 ts, 则 xz(1) 可 以 写 为 


z(t) = zzreet( 忌 名】 


At 
式 中 如 = 二 (ti 十 ts)/2,At 二 ts 一 ti ,rect(t) 为 矩形 脉冲 信和 号: 
直人 
rect(t) = 一 KGt 十 0.5) 一 KG 一 0.5) 
O05 |¥ |S0.5 
对 上 式 两 边 取 傅 里 叶 变 换 得 
XQ) = 支 XGi0) x [At « Sa(0. 5QAt) eo ] (1.73) 


先 看 上 式 右边 的 卷 积 ,不 管 X(Q) 何 时 开始 何 时 结束 ,由 于 Sa(Q) 是 无 限 长 的 (或 者 说 起 始 
时 刻 为 一 co ,终止 时 刻 为 cc=) ,所 以 它 与 X(Q) 卷 积 的 起 始 时 刻 必然 是 一 号 ,终止 时 刻 必然 
是 = , 即 XGQ) 是 无 限 长 的 ,这 就 证 明了 如 果 z(7) 是 时 限 的 ,那么 它 不 可 能 同时 是 带 限 的 。 
同 理 可 以 证 明 , 如 果 z(z) 是 带 限 的 ,那么 它 不 可 能 同时 是 时 限 的 。 
实际 中 的 信号 总 是 有 始 有 终 的 , 即 是 时 限 信号 ,所 以 它 的 频谱 是 无 限 宽 的 , 即 不 可 能 是 
带 限 的 。 一 般 来 说 ,实际 信号 的 幅度 谱 在 高 频 时 很 小 ,可 以 忽略 ,从 而 可 以 认为 是 带 限 的 。 
Zz(z) 是 周期 为 工 的 信号 ,现在 求 其 傅 里 叶 变 换 。 设 x(7) 的 傅 里 叶 级 数 表示 为 


A 
Zz(1) = 2) akeieo: 《1.74) 
& 次 谐 波 系 数 为 
a = | z(t) ewor dt C1.75) 
于 《TY 


对 傅 里 叶 级 数 展开 式 (1. 74) 两 边 进 行 傅 里 叶 变 换 得 
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X00Q) = 2) a ew] (1.76) 
i 
考虑 到 ee<>2x6(O 一 oo) ,所 以 exoe<>2x6(O 一 too) ,将 此 代入 上 式 右边 得 
X00Q) = >) 2rad (0 — kwo) CL 97 


由 此 可 见 ,周期 信号 的 伟 里 叶 变换 是 由 冲 激 脉 冲 串 组 成 ,并 且 冲 激 出 现在 次 谐 波 频率 ( 即 

Q 二 kas ) 处 , 冲 激 强度 为 相应 谐 波 系数 w 的 2x 倍 。 实 际 上 ,以 上 的 论述 提供 了 求 周期 信号 

传 里 叶 变 换 的 方法 , 即 先 求 得 信号 的 传 里 叶 级 数 展 开 系数 , 青 由 上 式 即 可 得 伟 里 叶 变 换 。 
例 L3， 求 周期 冲 激 串 511) 二 3 3G 一 kT) 的 傅 里 叶 变换 。 


= 一 


十 co 


解 : 先 求 6r(z) 的 传 里 叶 级 数 展开 67 (2) = 》) are*o'(w。 = 2x/T) ,展开 系数 ws 为 


N68 


au = 了 6rDeivordt 一 未] | Der 小 sot dt 


显然 在 任意 一 个 间隔 为 了 的 积分 区 间 内 ,上 式 右 边 对 & 求 和 时 ,只 有 一 项 使 得 积分 不 为 零 。 
为 了 说 明 这 一 点 ,我 们 把 积分 区 间 选 为 (一 T/2,T/2), 上 式 右边 交换 求 和 与 积分 的 次 序 得 


四 T/2 
ax = 天 也 | | 六 ac 二 epewed| 
显然 上 式 右边 对 k 求 和 时 ,只 有 kk 二 0 这 一 项 使 得 中 括号 内 的 积分 不 为 零 , 所 以 
a = 于 | ded = 于 
从 而 ,周期 冲 激 串 的 传 里 叶 变 换 为 
艺人 三 至 条 so- kwo) = wo Ban- kwo) 


事实 上 ,还 可 以 得 到 另 一 和 前 面 已 经 得 到 传 里 叶 变 换 对 开 SCD)] 一 1 ,由 伟 里 叶 变 
换 的 时 移 特 性 可 得 
AEG— RT) 一 1。em = em 
从 而 


se-ep|- cm (1.78) 
A= 一 co 一 一 co 


周期 冲 激 串 的 傅 里 叶 变换 的 这 种 表示 式 没有 太 大 的 意义 ,而 2r >)6(Q 一 kwo)/T 这 种 表示 


式 在 讲解 采样 定理 时 则 非常 有 效 。 
至 此 , 便 得 到 了 周期 冲 激 串 傅 里 叶 变 换 结果 的 两 种 不 同 表述 : 


67(D 字 2 全 6(Q — kwo) 


Ti 


7D 六 ea 


k=—oo 


由 两 种 表述 的 等 价 性 ,得 到 以 下 关系 式 : 


Ss ya he) = 六 em (1.79) 


Ts k=—oo 


一 


例 1-4 已 知 z(G0 必 XGO),wo=2x/T。 利 用 傅 里 叶 变换 的 频 域 . 时 域 卷 积 定理 证 明 时 
域 . 频 域 泊 松 求 和 公 


>) XGQ— ko)) = TY) zkT)e mn (1. 80) 
| = 一 c 

DY 0 ET = 未 2 XGkw de (1.81) 
et = 一 c 


证 明 : 前 面 已 经 得 到 传 里 叶 变换 对 为 


67(1) = > 5 一 MT) >) 6(0— kwo) 


k=—oo hk=—o0 
0G — RT)Se Wn 
利用 傅 里 叶 变 换 的 频 域 卷 积 定 理 计算 xz(1)67 (1) 的 傅 里 叶 变 换 得 
z(D6r(D)T 让 开 z(D)]x 开 8r(D)] 


= 去 XGOo)*w >) (0 一 io) 


k=—o0 


1 


= TX IQ koo)) (1. 82) 
考虑 到 
ZX(1)6r(t) = z(t) 六 SG 一 AT) = bp ZX(kT)6(t — EkT) (1.83) 
对 上 式 右边 直接 计算 (4)8701) 的 全 里 叶 变 换 得 。 
zDD DY zpT eum (1.84) 


k=—o0 


比较 以 上 两 种 方法 计算 z(z)6r(z) 傅 里 叶 变 换 所 得 结果 即 可 得 要 证 明 的 第 一 式 。 
下 面 用 两 种 方法 计算 下 式 的 传 里 叶 变 换 : 


Z(t) #67(1) = x(x* >) 0G 一 MT) 一 2) z(t— kT) (1. 85) 


一 k=—o0 


利用 传 里 叶 变换 的 时 域 卷 积 定 理 直 接 计 算得 
z(t) x# 67 Kr) HOrCt)] 


= XG0). [wo >) (0 — kwo)] 


人 = 一 co 


一 oo >) Xkwo)0 0 — kwo) (1. 86) 
R= 


显然 Z(1) x 67(1) 二 》) z(t 一 kT) 是 周期 为 工 的 周期 信号 , 设 其 傅 里 叶 级 数 展开 为 


k=—oo 


XD #67(1) = 2) z(t—kT) = >) are ot (1.87) 
对 上 式 两 边 取 傅 里 叶 变换 得 


z(D #671DE2r > ad (0 — kwo) (1. 88) 


= 一 
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比较 式 (1. 86) 和 上 式 可 得 


wo x (ihwo) = LX 
从 XGkwo) = FX Ckwo) 


a 一 


这 样 周期 信号 》) z(t 一 kT) 的 伟 里 叶 级 数 展开 式 (1. 87) 变 为 


Dz — RT) = YD) Xho) eo 
a Ts 


作为 一 个 特例 , 令 zz(?)==1, 此 时 XGQ)= 二 2x6(0), 式 (1. 80) 变 为 


D260 — ko) =T 六 em 


= 二 co 4= 一 co 


这 就 得 到 了 式 (1.79): 


等 Beco tm) = Bem 


1.1.4 连续 信号 的 拉 普 拉 斯 变换 
连续 信号 z(1) 的 拉 普 拉 斯 变换 X(s) 定 义 如 下 : 
X(s) = [zwera 


式 中 ;为 复 变 量 
5 一 0 十 ji 
其 中 为 * 的 实 部 ,2 为; 的 虚 部 。 将 式 (1.92) 代 入 式 (1.91) 得 


X(s) -| (De mde =| [zx(De™ je vd 


上 式 表明 z(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 X(s) 可 以 看 作 z(t)e “的 傅 里 叶 变 换 。 
对 X(s) 求 傅 里 叶 反 变换 有 


xXx(De™ 一 | ”xcoendo 
考虑 到 e “不 是 2 的 函数 ,把 它 移 到 上 式 右边 的 积分 中 得 
z(t) 一 二 | xcoererdo 
考虑 到 := 一 c 十 j2, 则 dQ 二 ds/j。 对 上 式 右 边 进行 换 元 得 
X(t) = HX eds 


上 式 定义 了 拉 普 拉 斯 变换 反 变换 。 


(1. 89) 


《1 90) 


(1:91) 


《1.92) 


C1..93) 


(1.94) 


(1.95) 


(1.96) 


在 实际 中 ,激励 信号 一 般 都 是 有 始 信号 ,或 者 说 信号 都 是 在 :0 才 有 值 ,这 样 拉 普 拉 斯 


变换 的 积分 限 就 变 为 0 一 ce , 即 有 
XC) 一 [zwWera 


1979 


考虑 到 在 t 二 0 时 刻 可 能 有 冲 激 及 其 各 阶 导数 激励 作用 于 系统 ,所 以 积分 区 间 选 为 包括 :一 0 
这 一 点 ,这 样 积分 下 限 就 变 为 0” 。 为 方便 起 见 ,以 后 把 单 边 拉 普 拉 斯 变换 的 积分 下 限 写 为 
0。 至 于 双边 拉 普 拉 斯 反 变换 ,积分 区 间 不 变 。 上 式 定义 的 是 单 边 拉 普 拉 斯 变换 , 式 (1. 93) 


| 


定义 的 是 双边 拉 普 拉 斯 变换 。 显 然 ,就 因果 信号 而 言 ,其 单 边 拉 普 拉 斯 变换 和 双边 拉 普 拉 斯 
变换 相等 。 反 因果 信号 的 单 边 拉 普 拉 斯 变换 为 零 ,所 以 对 反 因 果 信 号 不 求 单 边 拉 普 拉 斯 变 
换 。 以 后 如 果 没 有 特别 说 明 , 双 边 拉 普 拉 斯 变换 简称 为 拉 普 拉 斯 变换 ; 在 不 至 于 引起 混 清 
的 情况 下 , 单 边 拉 普 拉 斯 变换 也 简称 为 拉 普 拉 斯 变换 。 用 符号 [表示 拉 普 拉 斯 变换 为 
XC = A (1.98) 

下 面 通过 一 个 例子 来 讲解 拉 普 拉 斯 变换 的 收敛 域 。 

例 1-5 设 z(D)==e “u(t) 十 eu( 一 ?), 求 其 拉 普 拉 斯 变换 。 

解 : x() 的 拉 普 拉 斯 变换 为 


X(s) = [ [e ?u(t) t+ eult) ed = [em 十 小 GE 
一 cc 0 0 
先 计算 上 式 右 边 的 第 一 个 积分 得 
下 Estodr -| erc+i0t2tdi = iim —e 
0 0 


一 (c+i0+H2) 


to 0 十 j2 十 2 
Ee 1 二 请 一 (co 十 jiD+2)r 
十 党 二 21 一 各 。 ] 
当 c 一 Rels} 盖 一 2(Re 表示 实 部 ) 时 
lim | eHota)e [全 lim[ | -i | ein 上 三 lim | Eee [= 0 


因此 lime “一 0。 而 当 o 志 一 2 时 ， Je 此 时 极限 lime “不 存在 。 
综 上 所 述 ， 0 一 Refs} 二 一 2 是 第 一 个 积分 存在 的 充 要 条 件 。 同 理 可 得 ,5 二 Refs }>3 是 第 二 
个 积分 存在 的 充 要 条 件 。 当 且 仅 当 Refs} 盖 一 2 和 Refs} 二 3 时 , 即 Refs} 二 3 时 ,X(s) 存 在 
且 为 


1 十 | | 
a | (s+2)(s—3) 


拉 普 拉 斯 变换 的 收敛 域 具有 以 下 性 质 。 

性 质 1: 拉 普 拉 斯 变换 的 收敛 域 在 * 平面 内 由 平行 于 虚 轴 的 带 状 区 域 组 成 。 

性 质 2: 对 有 理 拉 普 拉 斯 变换 来 说 ,收敛 域内 不 能 包括 任何 极点 。 

性 质 3: 如 果 z(1) 是 时 限 信号 且 存在 拉 普 拉 斯 变换 X(s)， ee 

性 质 4: 如 果 右 边 信 号 x(7) 的 拉 普 拉 斯 变换 X(s) 是 有 理 函 数 , 则 其 收敛 域 为 Refs} 二 B 
的 右边 平面 ,其 中 B 为 X(s) 的 某 个 极点 。 

综合 性 质 2 和 性 质 4 ,右边 信号 拉 普 拉 斯 变换 收敛 域 是 某 个 极点 右边 的 平面 。 这 表明 ， 
如 果 右 边 信号 z(z) 的 拉 普 拉 斯 变换 X(s) 是 有 理 函 数 , 则 所 有 的 极点 都 在 收敛 域 的 左 侧 。 

性 质 5: 如 果 左 边 信 号 z(7) 的 拉 普 拉 斯 变换 X(s) 是 有 理 函 数 , 则 存在 XX(s) 的 极点 a, 收 
敛 域 为 Re{s) 二 a 的 左边 平面 。 

性 质 6: 如 果 zx(#) 是 双边 信号 , 则 X(s) 的 收敛 域 为 ;平面 内 的 带 状 区域 。 

综合 以 上 所 有 性 质 , 如 果 已 知 有 理 函 数 XCs) 所 有 的 极点 ,就 可 以 给 出 所 有 可 能 的 收敛 
域 。 从 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 式 可 以 看 出 , 当 o=0 时 ,z( 的 拉 普 拉 斯 变换 X(s) 就 变 成 x(7) 
的 傅 里 叶 变 换 X(jQ) , 换 旬 话说, 如果 拉 普 拉 斯 变换 X(s) 的 收敛 域 包括 * 平面 的 虚 轴 , 则 传 
里 叶 变 换 X(jQ) 一 定 存 在 。 


X(s) 


， Rels} 之 3 
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1.1.5 连续 信号 传 里 叶 变换 与 拉 普 拉 斯 变换 之 间 的 关系 
回顾 连续 信号 z(z) 的 傅 里 叶 变换 X(j0) 与 拉 普 拉 斯 变换 X(s): 
X00Q) = 三 roeeu 


X(s) 一 [ zea 


傅 里 叶 变 换 式 中 的 被 积 函数 为 z(t)e WY , 拉 普 拉 斯 变换 式 中 的 被 积 函数 为 z(t)e“* ,表面 上 
看 如 果 拉 普 拉 斯 变换 存在 , 傅 里 叶 变 换 也 一 定 存在 ,并 且 只 要 把 所 求 得 的 拉 普 拉 斯 式 X(s) 
中 的 ;用 jQ 替换 即 可 得 到 傅 里 叶 变换 X(j2)。 事 实 上 ,这 是 不 对 的 ,后 面 会 具体 说 明 这 一 
点 。 准 确 地 说 , 拉 普 拉 斯 变换 存在 是 傅 里 叶 变 换 存在 的 必要 条 件 ,而 不 是 充分 条 件 。 因 为 拉 
普 拉 斯 变换 有 收敛 域 的 限定 ,如 果 收 敛 域 包括 * 平面 的 虚 轴 , 则 其 傅 里 叶 变换 就 存在 ,否则 
其 傅 里 叶 变 换 就 不 存在 。 

比如 给 定 拉 普 拉 斯 变换 


X(s) = 


(s+1)(s—2)” 
显然 收敛 域 一 1 过 Refs} 过 2 包括 ;平面 的 虚 轴 Re{s) 二 0, 所 以 对 应 时 域 信号 z(z) 的 傅 里 叶 
变换 X(jQ) 也 存在 。 下 面 验证 这 一 点 。 

将 X(s) 进 行 部 分 分 式 展开 得 


—1<Rels} <2 (1.99) 


a 1 Wn 
X(s) 了 (二 二) 1<Re(s} <2 (1.100) 
对 应 的 时 域 信号 为 
X(t) 一 一 [elt) 十 e*u( 一 t)] (1.101) 


显然 单 边 指数 信号 e (2) 的 傅 里 叶 变换 存在 ,并 且 为 1/(j2 十 1)。 现 在 看 看 e*u( 一 ?) 的 傅 
里 叶 变 换 是 否 存在 。 由 傅 里 叶 变换 的 定义 得 


+ 。 
| eu(—t)ei d= 『 ee 种 dt 一 (1. 102) 


2—jQ 
这 表明 ex*u( 一 四 的 傅 里 叶 变 换 也 存在 。 
综合 以 上 ,zx(7) 的 傅 里 叶 变 换 X(jQ) 存 在 且 为 


xGo) = (Gs -mi) (1.103) 
观察 式 (1. 100) 和 式 (1. 101) 可 以 看 出 ,只 要 把 式 (1.100) 右 边 中 的 s 用 jQ 替换 ,就 可 以 得 到 
上 式 的 右边 。 

但 是 X(s) 与 X(Q) 的 关系 并 非 总 是 如 此 。 例 如 , 阶 路 信号 的 拉 普 拉 斯 变换 与 傅 里 叶 变 
换 分 别 为 


di] = (1.104) 
天 i 一 页 +6(0) (1. 105) 


以 上 两 式 就 不 满足 前 述 关 系 。 如 果 X(s) 在 虚 轴 上 存在 单 重 极点 :一 jos , 则 X(s) 包 含 Xo Cs) 一 
1/G 一 juo) 这 一 项 ,对 应 的 时 域 信号 为 mo (7) 一 e%'u(t)。 下 面 求 zo (7) 二 e%iu(7) 的 傅 里 叶 变 换 


-和 人 | 


Heer)] = Kem AulD] 一 SC 一) > [十 +)] (1. 106) 
2r j2 
进一步 可 得 


Aewul)] = my + "0 wn) (1.107) 
一 Co 


这 表明 zo(D) 一 ex (CD 的 傅 里 叶 变 换 包含 两 项 : 第 一 项 就 是 把 Xo。(s) 二 1/(s 一 jwo) 中 s 用 
jQ 替换 而 得 ; 第 二 项 是 极点 ;二 jwo 对 应 频率 w 处 的 冲 激 。 

以 上 结论 具有 一 般 性 。 如 果 拉 普 拉 斯 变换 在 虚 轴 上 存在 多 重 极点 , 则 对 应 的 傅 里 叶 变 
换 包 含 冲 激 函 数 的 导数 项 。 


1.2 从 连续 信号 到 离散 信号 


1.2.1 常用 的 离散 信号 


单位 脉冲 (单位 样 值 .单位 冲 激 ) 序 列 85(z) 定 义 如 下 : 


l, n=0 
6(n) 一 | (1.108) 
0，n 关 0 


从 以 上 对 6(n) 的 定义 可 知 , 它 在 n=0 的 取 值 是 有 限 的 确定 值 1, 这 一 点 与 单位 冲 激 函 数 
6(#) 不 同 。 为 了 方便 起 见 ,“ 单 位 脉冲 序列 ”通常 简称 为 “脉冲 序列 ”。 同 样 可 以 定义 延 时 单 
位 样 值 序列 : 


l, n=n 


so 一 | 〈1. 109) 
0， 寻 天 7 
由 脉冲 序列 的 定义 ,很 容易 验证 6(n 一 mo) 具有 采样 特性 : 
>) 0 — nd) zn) = zx(no) (1.110) 
单位 阶 跃 序列 (ww) 定义 如 下 : 
1，n 之 0 
ul(n) -| 1s:111) 
0,， n=0 


由 定义 可 知 ,n==0 时 wu(n) 的 取 值 是 确定 值 1, 这 一 点 也 和 阶 跃 函 数 wx(z) 不 同 。 
显然 有 下 列 关 系 式 : 


uln) = >) 8) = Dn—m) CL. 112 
会 


6(n) = ul(n) —u(n—1) (1.113) 
长 度 为 N 的 矩形 脉冲 序列 定义 如 下 : 


1，0 委 ?2 委 凡 一 1 
Ry(n) = (1.114) 
0， 其 他 


用 阶 跃 序列 表示 和 矩阵 序列 得 : 
Ry(n) = uln)—u(n—N) C1 Lm 
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1.2.2 ”从 连续 信号 到 离散 信号 一 一 采样 定理 


数字 通信 系统 较 模 拟 通信 系统 有 很 多 优越 性 ,所 以 模拟 的 连续 信号 通常 经 过 采样 .量化 
和 编码 得 到 数字 信号 青 在 信道 上 传输 。 接 收 端 通过 解码 、 反 量化 和 重 构 得 到 发 送 端 的 原始 
信和 号。 采样 在 整个 传输 过 程 中 处 于 第 一 步 , 而 接收 端的 重 构 过 程 是 终极 。 当 满足 什么 条 件 
时 ,由 采样 信号 (当然 要 经 过 量化 ,编码 、 解 码 和 反 量化 ) 可 以 精确 重 构 出 原始 的 连续 信号 ? 
这 个 条 件 由 采样 定理 给 出 。 可 以 说 ,采样 定理 是 连续 信号 和 离散 信号 之 间 的 桥梁 和 纽带 。 
当 采 样 定理 所 要 求 的 条 件 满足 时 ,采样 信号 和 原始 的 连续 信号 所 包含 的 信息 是 等 价 的 ,但 采 
样 信号 可 以 通过 数字 方式 进行 传输 。 

1. 采样 

如 图 1-3 所 示 ,采样 信号 f,(1)( 下 标 s 代表 sample, 意 为 “采样 >) 是 原始 的 连续 信号 
f(z) 和 周期 采样 脉冲 信号 pC 在 时 域 的 乘积 , 即 原始 的 连续 信号 采样 信号 


CD = f(1) p01) (1.116) JU WO) 
对 上 式 两 边 进行 傅 里 叶 变 换 , 由 傅 里 叶 变 换 的 频 域 卷 积 


定理 得 PD 
采样 脉冲 


F.(j0) = 去 FG0) x*POQ) .117) 
了 图 1-3 对 模拟 信号 的 采样 


式 中 FG0Q) 和 FCGQ) 分 别 为 f;(t) 和 f(t) 的 傅 里 叶 


fi p(4) 的 周期 为 ,并 设 其 傅 里 叶 级 数 表示 为 
pO = Paes (1.118) 
式 中 0. 一 2x/T, 展 开 系数 为 了 
a = 于 | Cead (1.119) 
这 样 p(7) 的 全 里 叶 变 换 为 
P(N) = Draca— AD、) (1.120) 


将 上 式 代 入 式 (1.117) 得 


F.(j0) = 支 FGo) * >) 2rai8(O 一 MD.) = >) aFGCO 一 ADJ)) (1.121) 
Pe 


人 = 一 co 


这 表明 采样 信号 的 频谱 F.(jQ) 为 原始 连续 信号 频谱 F(jQ) 移 位 加 权 和 ,权重 为 w ,重复 的 
间隔 为 0,。 考 虑 到 权重 wx 是 采样 脉冲 的 傅 里 叶 级 数 展开 的 系数 , 它 与 F(jQ) 没 有 关系 ,所 
以 F.(jQ) 的 波形 是 F(jQ) 波 形 的 等 间隔 重复 ,只 是 幅度 不 同 而 已 。 

图 1-4(a) 给 出 了 频带 限制 在 (一 2。 ,0 ) 的 带 限 实 信和 号 f(7) 的 幅度 谱 |FGQ)|。 我 们 知道 
实际 的 信号 都 是 时 限 的 ,所 以 其 频谱 必然 是 无 限 的 .这 里 假设 频谱 为 带 限 的 ,其 合理 性 和 附带 
的 问题 在 后 面 会 加 以 说 明 。 图 1-4(b) 给 出 了 2.>22。 时 采样 信号 的 频谱 。 图 中 标示 的 ao ai 
和 a- 表示 频谱 幅度 与 原始 的 连续 信号 相 比 放大 的 倍数 ,它们 为 采样 信号 的 傅 里 叶 级 数 展开 
系数 ,由 式 (1.117) 给 出 。 图 中 很 清楚 地 标记 了 由 FGQ) 搬 移 后 形成 的 各 个 频谱 的 截止 频率 , 现 
在 对 右 移 Q, 形成 的 频谱 作 一 个 说 明 。 式 (1. 119) 中 ==1 的 求 和 项 为 mwFG(C2 一 2.)), 它 由 


二 


F009) 布 移 2. 形成 的 ,幅度 变 为 原来 的 w 倍 。wFG(2 一 2.)) 左 边 的 截止 频率 为 采样 频率 0 
和 wwF(i02) 左 边 截止 频率 一 Du。 之 和 0 一 0 waFGC2 一 0.)) 右 边 的 截止 频率 为 采样 频率 Q. 和 
aoFG9) 右 边 截止 频率 0 之 和 0. 十 CO。。 当 ww FG(C2 一 2.)) 左 边 的 截止 频率 点 在 coFGjiO2) 右 边 
截止 频率 点 的 右边 , 即 当 且 仅 当 下 式 满足 时 

Q.— 0 > QO0, > 20。 (1. 122) 
qaFlO(Q 一 0Q,)) 和 aoF(jQ) 不 发 生 混 到 。 在 同样 的 条 件 下 ,任意 的 频谱 分 量 aF (j (0 一 
k&Q,)) 都 是 孤立 分 开 , 彼 此 之 间 互 不 混 和 到。 如 图 1-4(c) 所 示 , 当 0, 二 2Q。 时 ,这 些 频 谱 刚好 
互 不 混 释 ,互相 邻接 在 一 起 。 相 反 , 如 果 0 二 20Q, ,a4F (j(Q 一 kQ.)) 之 间 会 发 生 混 秋 ,如 
图 1-4(d) 所 示 。 

IE09)| 


-om 0 0 0 


(a) 连续 信号 的 幅度 谱 
Fig) 
aIKUCO+OD) 人 ar6o) aFli(Q-0)) 
.NA M4 NM Mi, wn 


~ 


-or oa on ao a nar, 
(b) QQ.>2Q, 时 采样 信号 的 频谱 
Fj 
FQ+O)) farom aF((Q2-0)) 
.~ ~ NI .0 


下 1 1 
-0 0 0, 一 
(0) Q=2Ou 时 采样 信号 的 频谱 


Fj 


; FlQ) 
a FOQ+O)) aFli(Q-0)) 


-VI Vn 
-GO 
0 QOn 
(d) Q,<2Q 时 采样 信号 的 频谱 
图 1-4 采样 信号 的 频谱 


考虑 到 信号 的 幅度 谱 存 在 时 相位 谱 才 存在 ,如 果 采 样 信号 的 幅度 谱 不 发 生 重 释 , 则 相位 
谱 也 不 会 发 生 重 释 。 为 方便 起 见 , 在 图 示 中 都 省 略 了 相位 谱 , 而 只 画 出 了 幅度 谱 。 

当 0 二 2Q。 时 通过 一 个 低 通 滤波 器 就 能 FG) 
从 采样 信号 恢复 出 原始 信号 的 频谱 ,也 就 能 得 
到 原始 的 信号 。 当 然 车 要 求 信号 的 幅度 保持 不 
变 , 则 低 通 滤波 器 的 增益 为 1/a。。 低 通 滤波 器 | | 
的 频率 响应 如 图 1-5 所 示 , 显然 其 截止 频率 Q。 i 
要 满足 以 下 关系 式 : 图 1-5 02.>20。 时 接收 滤波 器 的 频率 响应 


lao 


QQ 


20 本 | 数字 信号 处 理 


0 2 (CL, 12%) 
由 于 0Q, 二 2x/T, 所 以 由 0. 记 20Q。 可 得 采样 间隔 要 满足 以 下 关系 式 : 
TZx/O, (1. 124) 


在 前 面 的 论述 中 ,并 没有 具体 要 求 采样 脉冲 的 波形 ,不 同 的 采样 脉冲 构成 了 常用 的 三 种 
采样 方式 : 冲 激 采 样 、 自 然 采 样 和 平 顶 采样 。 在 冲 激 采 样 中 ,采样 脉冲 2(z) 为 周期 冲 激 串 序 
列 , 即 


p= Dot—nT) (1. 125) 


这 时 采样 信号 为 


fiD = 0 >) 80 一 MT) = >) GD) 一 2T) = >) fT —nT) 


(1. 126) 
前 面 已 经 得 到 p(t) 的 傅 里 叶 变 换 为 


PGio) = 未 2) 278(0—n0.) (1.127) 
式 中 Q, 二 2x/T。 所 以 采样 信号 的 频谱 为 
F.(jQ) = 于 Fa 一 20.)) (1. 128) 


nm 一 一 co 


接收 端 低 通 滤波 器 的 增益 为 工 就 可 以 完全 恢复 原始 的 连续 信号 f (7)。 

下 面 给 出 采样 定理 的 详细 内 容 : 设 zz) 为 某 个 带 限 信号 , 即 当 |21>2。 时 X(Q)==0。 
如 果 采 样 频率 Q, 足够 大 并 满足 Q, 三 20,, 或 采样 间隔 足够 小 并 满足 Tx/Q, (其 中 0, = 
2x/T) ,那么 xD) 就 唯一 地 由 其 样本 zx(nT) (为 整数 ) 所 确定 。 已 知 这 些 样 本 值 ,可 以 通过 
以 下 办 法 重建 zx(0) : 产生 一 个 周期 冲 激 串 ,其 冲 激 强度 就 是 这 些 依次 而 来 的 样本 值 ; 然后 
将 该 冲 激 串 通过 一 个 增益 为 工 . 截 止 频率 大 于 Qu。 且 小 于 (2. 一 2。) 的 理想 低 通 滤波 器 , 则 该 
滤波 器 的 输出 就 是 x(7) 。 

2. 重建 

从 样本 重建 一 个 连续 时 间 信 和 号 的 过 程 也 称 为 内 插 。 就 数学 基础 而 言 ,内 插 和 数值 分 析 
中 的 插值 问题 实际 上 是 一 个 问题 。 采 样 定理 告诉 我 们 .对 一 个 带 限于 Qu 的 信号 f(7) ,如 果 
采样 间隔 工 小 于 1/20, ,那么 通过 这 些 样本 就 可 以 得 到 真正 的 重建 (内 插 )。 如 图 1-6 所 
示 , 这 个 重建 是 将 采样 信号 通过 一 个 增益 为 .截止 频率 Q. 满足 Q, 过 0. 壹 0. 一 Qs 的 低 通 
滤波 器 来 实现 的 。 从 实际 的 角度 讲 , 如 果 截 止 频率 2. 与 两 侧 的 频谱 边界 有 相同 的 带宽 元 
余 , 则 低 通 滤波 器 在 截止 频率 两 边 都 容许 与 理想 滤波 器 的 特性 有 小 的 偏差 ,此 时 满足 

(0. 一 0.) 一 0. = 0. 一 0。 (1.129) 

此 即 Q.=0. 50.。 


ol 


图 1-6 采样 信号 的 重建 


|》> 1 


在 采样 信号 的 频谱 彼此 不 发 生 重 稚 的 情况 下 ,在 接收 端 通过 一 个 增益 为 T 的 理想 低 通 
滤波 器 过 滤 得 到 重建 信号 f(t)。 设 滤波 器 的 冲 激 响应 为 h(t) ( 称 连续 LTI 系统 对 冲 激 信 
号 6(7?) 的 响应 为 系统 的 冲 激 响 应 h()), 则 重建 信号 为 


fi(1) 一 六 (DO * h(t) = | » 7oumac 一 如 )] x h(t) 


k=—oo 


= 2) /CAT)AG 一 AT) 好 :30) 
P= 
滤波 器 的 频率 响应 为 
H(i0Q) = TT. [u(Q+Q.) — uf — 0.)] C1; 131) 


对 上 式 进行 傅 里 叶 反 变换 就 可 以 得 到 理想 低 通 滤波 器 的 冲 激 响 应 : 


sin(Q.1) _ QT 
nt 


h(t)=T i Sall.t) (1.132) 


如 图 1-7 所 示 为 理想 低 通 滤波 器 的 频率 响应 与 冲 激 响 应 。 最 终 得 到 的 重建 信号 为 
= 人 入 /CT)Sa[o.G 一 AT)] (1. 133) 
全. 


上 式 给 出 了 通过 等 间隔 离散 采样 序列 的 插值 得 到 原始 连续 模拟 信号 的 方法 。 在 采样 点 :一 
nT 处 ,插值 是 完全 精确 的 。 但 是 ,要 计算 任意 时 刻 的 f.(1) ,需要 知道 全 部 采样 时 刻 1: 二 nT 
的 采样 值 ,因此 这 种 重 构 不 能 实时 地 实现 , 究 其 原因 是 这 种 滤波 器 的 非 因果 性 。 

若 令 cx 二 (QT/r) 了 (RT) 和 (1) 二 SaLQ.(t 一 kT)], 则 采样 信号 的 重建 公式 (1.133) 可 
以 归结 为 一 般 的 插值 形式 


f(t) = DD Ch 多 CE) 


事实 上 ,内 (D 可 以 取 正 弦 函 数 、.Laquerre 函数 .Legendre 多 项 式 等 ,它们 都 能 把 时 域 连续 信 
号 表示 (展开 ) 成 离散 序列 的 加 权 和 。 然 而 ,并 非 所 有 形式 的 表示 都 是 有 意义 的 有 用 的 。 表 
示 成 式 (1.133) 的 形式 具有 两 个 优点 : 

(1) 展开 系数 就 是 离散 的 采样 值 ,所 以 可 以 直接 通过 连续 信和 号 得 到 ,算法 的 效率 和 实时 
性 得 到 了 保障 

(2) 它 使 得 LTI 系统 的 响应 保持 了 卷 积 运算 的 形式 ,这 是 说 如 果 y( 四 是 f.(1) 和 (1) 
的 卷 积 , 则 y(nT) 就 是 f.(nT) 和 h(nT) 的 卷 积 。 因 此 ,可 以 通过 离散 LTI 系统 近似 实现 连 


续 LTI 系统 。 
lH) 
T 


-000n 5 


h(n) 


= 


1-7 用 于 采样 信号 重建 的 理想 低 通 滤波 器 
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内 插 中 存在 两 个 实际 问题 : 

(1) 理想 滤波 器 是 物理 不 可 实现 的 ,实际 的 滤波 器 都 有 一 个 过 渡 带 ,在 通 带 内 增益 也 不 
可 能 做 到 完全 人 恒定 不 变 , 在 阻 带 内 不 可 能 做 到 完全 为 零 , 所 以 得 到 的 副本 存在 幅度 失真 和 
混 释 。 

(2) 由 于 实际 信号 都 是 时 限 的 ,所 以 频谱 是 无 限 宽 的 ,如 果 要 采样 信号 的 频谱 不 发 生 混 
倒 , 则 要 求 无穷 高 的 采样 频率 ,这 显然 是 不 可 行 的。 考虑 到 实际 信号 的 频谱 在 高 于 一 定 的 频 
率 后 ,频谱 的 幅度 很 小 ,所 以 可 以 忽略 高 于 这 个 特定 频率 的 频谱 。 设 这 个 根据 实际 要 求 确定 
好 的 最 高 频率 为 0 ,以 采样 频率 Q,(Q., 宇 20Q。) 对 原始 信号 进行 采样 ,采样 信号 的 频谱 
F,(jQ) 如 图 1-8 所 示 。 采 样 信号 的 频谱 发 生 了 小 范围 的 混 释 。 之 后 通过 一 个 理想 低 通 滤波 
器 处 理 , 由 图 1-9 可 以 清楚 地 看 到 ,原始 信号 频谱 幅度 较 小 的 高 频 部 分 (图 中 深 灰 色 部 分 ) 被 
截断 了 ,而 由 于 部 分 混 秋 ,被 截断 部 分 的 副本 (图 中 浅 灰色 部 分 ) 又 折 回 来 进行 了 释 加 。 最 终 


得 到 的 频谱 下 ,(jQ) 因 为 幅度 较 小 的 尾部 丢失 造成 了 高 频 损失 ,而 尾部 被 折 回 又 造成 了 低频 
失真 。 


采样 信号 频谱 


0 人 人 LR 
丢失 的 尾部 被 折 回 ”丢失 的 尾部 
图 1-8 实际 信号 采样 后 的 频谱 


尾部 被 折 回 


尾部 丢失 ) 造成 低频 失真 
造成 高 频 损失 !_7 A 
> 人、 人 ee 


0 0 5 


0 
丢失 的 尾部 依然 造成 高 频 失 真 
图 1-10 重建 信号 的 频谱 失真 


浊 齐 放 信和 l 


解决 以 上 两 个 问题 的 办 法 是 : 在 采用 之 前 先 接 入 抗 混 秋 滤波 器 用 以 抑制 高 频 部 分 ,最 
终 得 到 的 重建 频谱 为 F,(jQ) ,如 图 1-10 所 示 。 抗 混 释 滤波 器 的 截止 频率 为 2./2。 这 样 损 
失 了 频率 高 于 Q,/2 的 高 频 分 量 , 但 这 些 被 抑制 掉 的 高 频 分 量 就 不 青 会 被 折 回 而 造成 低频 失 
真 。 由 于 噪声 具有 很 宽 的 带宽 ,所 以 抗 混 琶 滤波 器 的 附带 作用 是 抑制 了 带 外 的 噪声 。 需 要 
强调 的 是 , 抗 混 秋 滤波 器 必须 在 信号 被 采样 前 接 入 系统 。 


1.3 线性 卷 积 与 循环 卷 积 


1.3.1 线性 卷 积 
离散 序列 z(n) 和 h(n) 的 线性 卷 积 (也 简称 为 “ 卷 积 ”) 定 义 为 


x(n)*h(n) 一 > zh —m) (1.134) 


很 容易 验证 线性 卷 积 满足 交换 律 . 结 合 律 和 分 配 律 。 
观察 z(n) 和 h(n) 线性 卷 积 的 定义 式 : 


y(n) = rx(n)*h(n) 一 > Tnh(n—m) (1.135) 


对 任意 固定 的 nn, 不管 m 怎么 变 ,上 式 右边 的 求 和 项 (乘积 项 )z Cm)h(n 一 m) 中 的 两 个 
序号 之 和 均 为 m 十 (n 一 m) 二 n, 即 恒定 为 ,恰好 等 于 卷 积 y(n) 的 序号 。 由 此 可 见 , 卷 积 结 
果 y(n) 的 起 始 序 号 (在 这 个 序号 之 前 全 部 为 零 ) 是 x(n) 和 h(n) 起 始 序 号 之 和 ,y(n) 的 终止 
序号 (在 这 个 序号 之 后 全 部 为 零 ) 是 x(n) 和 有 h(n) 终止 序 号 之 和 。 

下 面 讨论 两 个 有 限 长 序列 x(n) 和 h(n) 线性 卷 积 y(n) 二 xz(n) x 有 h(n) 的 长 度 。 设 有 限 长 
序列 x(n) (mn 三 nn 三 n) 的 长 度 为 M ,hn) (ns 三 nn 三 m4) 的 长 度 为 Mi, 则 由 于 y(n) 的 起 止 序 
号 分 别 为 加 十 ns 和 os 十 u ,所 以 y(n) 的 长 度 工 为 

L= (7 十 724) 一 (aa 十 ?3) 十 1 一 (一 7 十 1) 十 (na 一 ?zs 十 1) 一 1 
一 Mi 十 M: 一 1 (1.136) 
这 表明 卷 积 的 长 度 比 参与 卷 积 的 两 个 序列 长 度 之 和 小 1。 

下 面 介 绍 用 序号 和 匹配 法 求解 有 限 长 序列 的 线性 卷 积 。 从 卷 积 定义 可 以 看 出 ,对 m 求 
和 时 ,不 管 m 怎么 变 , 但 参与 求 和 的 每 一 项 xz(m)y(n 一 m) 的 两 个 序号 之 和 保持 不 变 且 为 ， 
即 有 mx 十 (n 一 m) 二 n, 这 称 为 序号 和 的 不 变性 。 表 1-1 直观 地 给 出 了 一 个 计算 实例 。 第 1 
行 . 第 2 行 分 别 为 序列 zx(xw) 和 y(n)。 第 3 行为 y(n) 的 第 1 个 序列 值 与 xz(n) 的 各 个 序列 值 
之 乘积 ,依次 往 右 排 列 。 第 4 行为 y(n) 的 第 2 个 序列 值 与 z(n) 的 各 个 序列 值 之 乘积 ,依次 
往 右 排 列 。 第 5 行为 y(n) 的 第 3 个 序列 值 与 xz(n) 的 各 个 序列 值 之 乘积 ,依次 往 右 排 列 。 其 
余 类 推 。 这 样 排 列 的 结果 是 ,第 3 行 至 第 6 行 同 一 列 上 的 乘积 项 的 两 个 序号 之 和 相等 ,并 且 
这 些 序号 和 依次 增 大 1, 所 以 把 同一 列 上 的 乘积 项 相 加 就 得 到 对 应 序号 和 处 的 卷 积 。 


表 1-1 序号 和 匹配 法 求 有 限 长 序列 的 线性 卷 积 
zx | z(00) z(1) Zz(2) Zz(3) zx(4) 
y | y(0) y(1) y(2) y(3) 
y(O)z(0) yr) yOz2) y(O)z(3) yO)z(4) 
3y(lD)z(0) yDz) yDzr2) yDz3) y(Dz(4) 
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续 表 
Zz(0) z(1) zx(2) zx(3) zx(4) 


y(0) y(1) y(2) y(3) 


y(2)z(0) (2)z(1) yz2) yz3) y(2)z(4) 
yzO) yr) yz2) yz3) y(3)z(4) 


例 1-6 用 序号 和 匹配 法 计算 zi(n) 二 {2,3,5,6} 和 zz,(n) 二 {2,0,6,3) 的 线性 卷 积 。 已 
知 zi (1) 的 起 始 序 号 为 一 2,xz(n) 的 起 始 序 号 为 1。 
解 : 求解 过 程 如 表 1-2 所 示 。 卷 积 结果 的 起 始 序号 为 zi (n) 和 zs(n) 起 始 序 号 之 


和 一 1。 
表 1-2 序号 和 匹配 法 求 有 限 长 序列 的 线性 卷 积 实例 
Zz1(n) 2 3 全 6 
Zz (n) 2 0 6 3 
4 6 10 到 
12 18 30 36 
6 9 15 18 
线性 卷 积 4 6 22 36 39 51 18 


1.3.2 循环 卷 积 


1. 模 运算 符 
首先 定义 模 运 算 。 对 任意 整数 m,m 对 N 取 模 的 运算 符 定义 如 下 : 
‘mn 一 加 十 LN “1.137) 
模 运算 (m)w 旨 在 寻找 一 个 整数 4 ,使 得 0 三 mm 十 NN 一 1, 这 样 m 对 NN 取 模 后 取 值 就 限定 
在 区 间 [0,N 一 1J 了 。 例 如 ,《23)。 二 5, 只 要 l 二 一 3 即 可 。 又 例如 ,《 一 10)。 二 2, 只 要 l= 二 2 即 
可 。 车 mi 一 mz 二 RN, 其 中 为 整数 , 则 (mi)n 二 《ms)n。 证 明 如 下 。 设 
(mn 一 7 十 如 N 


(mz)N = mz ho N 


以 上 两 式 两 边 分 别 相 减 得 
(mi)nN — (m2)N (ms — m2) TT (4 — 0)N 
考虑 到 mi 一 ms 二 RN, 上 式 变 为 
(mn OO— m2)N = (6 OO—b kN 

显然 有 : 一 (N 一 ]) 志 (mi)w 一 《mz)w) 三 N 一 1, 上 式 右 边 是 N 的 整 倍数 ,所 以 方程 平衡 的 
条 件 为 : (ma yw 一 (mazyw 且 L1 一 bl 十 k 二 0。 例 如 , 《一 2)6 一 (4)。。 

2. 循环 移 位 与 循环 反 转 

为 了 方便 起 见 或 不 失 一 般 性 ,通常 把 有 限 长 序列 xz(n) 的 序号 约束 在 0 过 nN 一 1 内 。 
但 是 对 zx(n) 进 行 简单 的 平移 后 .新 序列 的 序号 就 不 在 或 不 全 部 在 0 二 nN 一 1 内 ,所 以 需 
要 定义 序列 的 循环 移 位 : xz((n 一 m)w)。 通 过 定义 循环 移 位 就 将 移 位 后 序列 的 序号 范围 限 
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定 在 与 原 序列 相同 的 范围 内 了 ,这 样 便于 处 理 。 

图 1-11 给 出 了 循环 移 位 的 实例 。 其 中 图 1-11(a) 为 原 序列 z(z) ,图 1-11(b) 为 zz) 一 
ZX(《n 一 2)6), 图 1-11(c) 为 zs(n) 二 x((n 十 2)6)。 图 1-11 中 的 nn 表示 序列 的 序号 ,序号 依 顺 
时 针 依 次 排列 。z(《n 一 2)。) 使 得 z(n) 的 所 有 取 值 依 顺 时 针 移 位 2 个 点 ; 而 z(《n 十 2)6) 使 
得 z(n) 的 所 有 取 值 依 逆 时 针 移 位 2 个 点 。 这 样 移动 的 结果 是 所 有 取 值 的 相对 位 置 不 变 ,而 
对 应 的 新 序列 的 序号 保持 不 动 。 把 序号 与 取 值 对 应 起 来 就 构成 了 新 序列 。 例 如 在 
图 1-11(b) 中 ,新 的 序列 为 : zi (0) 一 z(4) ,zi(1) 一 z(5),z(2) 一 z(0) ,zi(3) 一 z(1),z (4) 一 
Zz(2),zi(5) 一 z(3)。 因 为 zx((2 十 2)6) 一 z((2 一 4)6), 这 表明 z((2 十 2)s) 等 同 于 z((2 一 
4)s) ,通过 对 zz) 的 所 有 取 值 依 顺 时 针 移 位 4 个 点 完成 。 

3. 循环 卷 积 的 定义 

工 (nn) 和 h(n) 的 长 度 分 别 为 M 和 M ,对 任意 N 宇 max(Mi ,Ms)( 即 NN 至 少 取 M 和 
Ms 中 的 最 大 者 ) ,定义 如 下 的 N 点 循环 卷 积 运算 : 


AN-1 
zx(n) Oh(n) 一 Dro nn— mn), 0<nN—1 (1.138) 
m=0 
记 yn) 二 X00)@h(n), 可 以 把 上 式 写 成 以 下 矩阵 形式 : 
ye(0) CO) RN 一 1 xzN—W we zx) h(0) 
yl) zx(1) zx(0) ZN—1) “: z(2) h(1) 
ye(2) = x(2) zx(1) (0) “2 3) h(2) C1, 139) 
y(N—1) N=D) ZN 一 2) zzN—D ww z(O LANS=D 


循环 卷 积 要 求 点 数 N 三 maxCM ,M,), 所 以 在 以 上 和 矩阵 中 , 当 M 过 2 委 N 一 1 时 xz(n) 二 0, 当 
Mn<N 一 1 时 hn) 二 0。 这 就 得 到 循环 卷 积 的 矩阵 求法 。 显 然 两 个 相同 序列 不 同 长 度 
的 循环 卷 积 不 相等 。 


1-11 循环 移 位 


如 果 单纯 从 数学 的 角度 考虑 ,很 容易 看 出 N 点 循环 卷 积 y.(n) 是 周期 为 N 的 周期 序 
列 , 这 是 因为 对 任意 整数 4 有 


N=1 N-1 
yentlN)= Drmh(ntlN—mn) = Dr hn— mn) 


= y(n) 
所 以 将 N 点 循环 卷 积 y.(n) 的 序号 范围 限定 在 周期 0O<n<N 一 1 内 。 
例 1-7 分 别 计算 xz) 二 {2,1,0,1} 和 h(n) 一 {2,3,0,1,2) 的 5 点 循环 卷 积 ys (n) 和 6 
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点 循环 卷 积 ys (n) 。 
解 : 先 计 算 5 点 循环 卷 积 ys (n) 。 写 成 矩阵 的 形式 为 
yes (0) XxX(0) x(4) x(3) x(2) xz(1) |[h(0) 
yes (1) ZX(1) zx(0) xz(4) x(3) xz(2) ||h(1) 
ys(2) |= | x(2) zx(1) z(0) z(4) zx(3) || h(2) 
ye (3) ZX(3) x(2) z(1) x(0) x(4) || h(3) 
ycs (4) ZX(4) zx(3) x(2) x(1) xz(0) ILh(4) 


将 序列 的 取 值 代入 得 
ye (0) 201011[2] [és 
ya (1) 12010||s 9 
ys(2)|=|o1201||o|=|5 
yes (3) 10120||1 4 
ye (4) o01012jl2 8 


接着 计算 6 点 循环 卷 积 ye (n) 。 写 成 矩阵 的 形 为 
3e6(0) Z(0) z(5)z(4) x(3) z(2) x(1) ][A(CO) 
ye (1) Z(1) zx(0) z(5) xz(4) x(3) zx(2) || h(1) 
ye (2) Z(2) z(1) x(0) x(5) x(4) zx(3) || h(2) 
ye (3) Z(3) (2) z(1) x(0) x(5) zx(4) || h(3) 
ye (4) ZX(4) x(3) Z(2) x(1) x(0) x(5) || h(4) 
ye (5) Z(5) x(4) xz(3) x(2) x(1) x(0) LAC5) 


将 序列 的 取 值 代入 得 
ya(0)] [2001011[21 [5 
ya(D| |120010|l3| jn 
ya(2)| lo12001llol |s 
wsG)| 11ol2ool 14 
wD| loio1i20ll2| |8 
wa loo1012Jlol | 


4. 循环 卷 积 的 列表 求解 法 

下 面 介绍 用 列表 法 计算 N=6 点 循环 卷 积 y.(n) 二 xz(n)C@h(n) 的 方法 。 表 1-3 的 第 1 
行 和 第 2 行 分 别 为 两 个 序列 依次 排列 而 成 ,排列 时 要 对 zx(n) 补 零 , 即 当 Mi 二 n 壹 N 一 1 时 令 
工 (n) 二 0。 首 先 用 序号 和 匹配 法 计算 线性 卷 积 时 相同 的 方法 产生 其 余 各 行 一 一 第 3 行 至 第 
6 行 。 然 后 把 第 N 列 后 边 的 元 素 整体 水 平 左 移 并 填充 前 面 N 列 左边 的 空格 ,前面 N 列 已 
有 的 元 素 保持 不 动 。 比 如 最 后 一 行 , 虚 线 框 内 对 应 的 元 素 从 左 至 右 为 : h(3)z(3).h(3)z(4) 和 
0, 用 它们 填充 该 行 的 最 左边 三 个 空格 ,最 后 得 到 
A(3)z(3) (3)z(4) 0 NG3)z(0) hr) h(3)z(2) 
最 终 得 到 表 1-4。 然 后 将 同一 列 的 乘积 相 加 ,结果 即 为 对 应 序号 的 循环 卷 积 结果 。 很 容易 
验证 ,这 样 处 理 后 同一 列 的 乘积 构成 矩阵 法 展开 式 中 的 各 项 , 相 加 的 结果 自然 就 是 循环 卷 积 
的 结果 。 这 样 处 理 后 , 粗 线 框 内 第 一 列 的 元 素 从 上 到 下 依次 为 
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h(O)r(O) RAD TION—1),h(2)rCN—2),°,h(N— 1)7x(1) 
很 显然 ,这 些 元 素 之 和 与 矩阵 法 求 得 的 y.(0) 完 全 一 致 。 粗 线 框 内 第 二 列 的 元 素 依 次 为 : 
h(O)zC1) RN TO ,os hI IN—2),h(2)r(N—1) 
很 显然 ,这 些 元 素 之 和 与 矩阵 法 求 得 的 y.(1) 完 全 一 致 。 其 余 类 推 。 这 就 证 明了 列表 法 的 
正确 性 。 
表 1-3 用 列表 法 计算 循环 卷 积 


xz(0) zx(1) Z(2) zx(3) (4) 0 
h(0) h(1) h(2) h(3) 


h(0)z(0) h(O)zC1) hlO)z(2) h(O)z(3) h(O0)z(4) 0 
h(1)z(0) Al)z(1) AL)z(2) hl1)z(3) h(1)r(4) 0 
h(2)7(0) (2)z(1) hl(2)z(2) h(2)7(3) | h(2)r(4) 0 
h(3)7C1) h(3)z(1) hl3)7r(2) |h(3)r(3) h(3)z(4) 0 


表 1-4 用 列表 法 计算 循环 卷 积 
h(0)z(0) h(0)z(1) h(0)z(2) h(0)z(3) h(0)z(4) 0 
0 h(1)zr(0) h(Dz(1) h(Dz(2) h(1)zr(3) h(1)z(4) 


h(2)zr(4) 0 h(2)z(0) h(2)z(1) h(2)x(2) h(2)z(3) 
h(3)zr(3) h(3)z(4) 0 h(3)zr(0) h(3)z(1) h(3)zr(2) 


事实 上 ,得 到 表 1-3 后 ,对 表格 右 侧 从 N=6 开始 的 部 分 整体 平移 至 表格 的 最 左 侧 ( 显 
然 刚 好 将 左 侧 的 空格 填 满 ) ,就 可 得 到 如 表 1-4 所 示 的 结果 ,然后 按 列 相 加 就 可 以 得 到 N=6 
点 循环 卷 积 的 结果 。 很 容易 验证 , 当 循 环 卷 积 的 点 数 增 大 到 一 定 的 程度 (这 个 例子 中 , 增 大 
到 8) ,需要 平移 的 右 侧 部 分 全 部 为 零 ,平移 也 就 无 须 进 行 了 ,整个 表格 按 列 相 加 就 是 循环 卷 
积 的 最 终结 果 。 

例 1-8 用 列表 法 计算 上 一 个 例题 中 的 两 个 序列 (mn) 二 {2,1,0,1} 和 有 h(n) 二 {2,3,0， 
1,2) 的 5 点 循环 卷 积 ys (n) 和 6 点 循环 卷 积 ycs (n)。 

解 : 先 计 算 5 点 循环 卷 积 ys (n)。 首 先 按 序号 和 匹配 法 得 到 表 1-5。 


表 1-5 用 列表 法 计算 循环 卷 积 (一 ) 


0 | 
0 二 0 


对 表 1-5 第 5 列 之 后 的 元 素 整体 左 移 填充 后 得 到 表 1-6, 再 对 同一 列 的 元 素 相 加 得 到 最 
后 一 行 所 示 的 循环 卷 积 结果 。 
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表 1-6 用 列表 法 计算 循环 卷 积 (二 ) 


4 2 
0 6 
0 b 
2 0 
6 9 


al~vowso 


2 
0 
2 
0 
4 


wwo 


下 面 计算 6 点 循环 卷 积 ys (n) 。 首 先 按 序号 和 匹配 法 得 到 表 1-7。 
对 表 1-7 第 6 列 之 后 的 元 素 整体 左 移 填充 后 得 到 表 1-8, 再 对 同一 列 的 元 素 相 加 得 到 
最 后 一 行 所 示 的 循环 卷 积 结果 。 


表 1-7 用 列表 法 计算 循环 卷 积 (三 ) 


0 
1 0 0 
0 2 0 0 


表 1-8 用 列表 法 计算 循环 卷 积 (四 ) 


1.3.3 线性 卷 积 与 循环 卷 积 的 联系 


比较 两 个 序列 的 线性 卷 积 与 循环 卷 积 的 定义 ,可 以 初步 看 出 两 点 不 同 : 线性 卷 积 的 长 
度 由 参与 运算 的 两 个 序列 完全 确定 ,而 循环 卷 积 的 长 度 由 循环 卷 积 计算 预先 确定 的 点 数 决 
定 ; 线性 卷 积 的 结果 也 由 参与 运算 的 两 个 序列 完全 确定 ,而 不 同 点 数 的 循环 卷 积 结果 并 不 
相同 。 由 列表 法 计算 循环 卷 积 的 过 程 可 以 看 出 , 当 循环 卷 积 的 点 数 增 大 到 一 定 的 程度 , 则 平 
移 过 程 就 不 存在 了 ,这 时 循环 卷 积 就 不 再 随 着 点 数 的 增 大 而 发 生变 化 。 设 想 一 下 ,如果 循 环 
卷 积 的 点 数 与 线性 卷 积 的 长 度 相等 ,循环 卷 积 与 线性 卷 积 就 相等 了 吗 ? 

以 下 假设 有 限 长 序列 x1(n) 的 序号 范围 为 0 二 n 二 Mi 一 1, 有 限 长 序列 x;(n) 的 序号 范围 
为 0<n<M, 一 1。 

先 计算 zi Cn) 和 zs(n) 的 线性 卷 积 y(n) 得 


y(n) 一 >) azn—m), 0 过 nMi++M,—2 (1.140) 


考虑 到 zi (2) 和 zs(n) 的 序号 范围 ,上 式 右边 的 求 和 变 为 
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yrL(n) 一 Dri On zn—m) 一 Dim zn—m), 0 三 n 夺 Mi 二 M,—2 


(1.141) 
即 zm)zz(n 一 m) 对 m 求 和 的 范围 变 为 0 三 m 三 n( 此 即 n 一 m 宇 0) ,在 此 区 间 之 外 zs (2 一 
m) 二 0, 进 而 卷 积 为 零 。 
接着 计算 x1(n) 和 zs(n) 两 者 的 N 点 循环 卷 积 y.(n) 得 


yn) = Zin) OW zn) = Da my (1.142) 


式 中 N 宇 max(Mi ,M: )。 考 虑 到 循环 卷 积 结果 六 CD 的 序号 范围 为 0<nN 一 1, 现 在 据 此 
把 上 式 右 边 对 m 求 和 的 范围 分 为 两 部 分 : 0 过 m 二 nn 和 nn 十 1 三 m 夺 N 一 1。 在 前 述 两 个 区 间 
内 ,nn 一 m)w 分 别 对 应 于 nn 一 m 和 NN 十 n 一 m, 循 环 卷 积 y.(n) 可 写 为 


ye(n) = Da —m 丰 3 TIM) To (Nn—m) (1.143) 


m=ntl 
当 0 委 x 委 入 一 1 时 ,zi(n) 和 zs Cn) 的 线性 卷 积 式 (1 141) 变 为 


N—1 
y(n) 一 Da rn m) (1.144) 
这 里 将 线性 卷 积 式 (1. 141) 求 和 上 限 从 名 增 大 到 N 一 1 显然 在 扩大 的 区 间 n<mN 一 1 
内 ,nn 一 m 过 0 恒 成 立 ,此 时 zs 一 m) 二 0, 所 以 求 和 和 上限 的 增 大 不 影响 求 和 的 结果 。 
在 上 式 两 边 中 用 nn 十 NN 替换 得 


N=-1 
yiL(n+N)= Drm rntN—m) (1.145) 


由 以 上 三 式 知 下 式 成 立 ， 
yn) 一 GO) 十 yi 十 N)，0 委 12 委 六 一 1 (1.146) 
图 1-12(a) 和 (b) 分 别 给 出 了 当 循 环 卷 积 点 数 N 和 线性 卷 积 长 度 L 二 Mi 十 M; 一 1 满足 
关系 式 max(M ,M2) 三 NL 和 Mi 十 Ms 一 1 二 N 时 yi(n) 和 y(n 十 N) 的 关系 图 ,虚线 框 
为 区 间 0 三 n 三 N 一 1 内 yL (0) 十 y(n 十 N) 的 最 终结 果 。 
当 NL 时 ,参考 图 1-12(a) , 先 考虑 序号 范围 0<n<L 一 1 一 N。 此 时 循环 卷 积 y(n) 
由 线性 卷 积 y(n) 及 其 移 位 y(n 十 N) 倒 加 而 成 : 
yD = yD+ynt+N), 0O<n<L—1—N (1.147) 
循环 卷 积 y.(n) 与 线性 卷 积 y(n) 不 相等 。 接 着 考虑 序号 范围 L 一 Nn<N 一 1, 此 时 y(n) 
与 y(n 十 N) 不 存在 重合, 所 以 循环 卷 积 y.(n) 与 线性 卷 积 y(n) 在 此 区 间 内 一 致 , 即 
yln) =yn), L—N<n<N-—1 (1.148) 
当 N 宇 L 时 ,从 图 1-12(b) 可 以 看 出 ,此 时 y(n 十 N) 最 右边 的 序号 M1 十 Ms 一 2 一 N 声 
一 1, 即 y(n 十 NN) 在 0 过 n 三 N 一 1 内 yr (n 十 N) 恒 为 零 , 所 以 循环 卷 积 y.(n) 与 线性 卷 积 
y(n) 一 致 ,两 者 完全 相等 , 即 有 
yeln) = yn), OZ<n<L C1. 149) 
也 可 以 从 以 下 角度 推导 出 上 述 条 件 。 回 顾 用 列表 法 求解 循环 卷 积 的 过 程 。 在 把 第 N 列 后 
边 的 元 素 整体 水 平 左 移 并 填充 前 面 N 列 左边 的 空格 ,同一 列 的 任意 一 个 乘积 项 的 两 个 序号 
之 和 都 相等 ,所 以 这 些 乘积 项 之 和 就 是 线性 卷 积 在 此 序号 和 处 的 值 。 显 然 如 果 N 足够 大 ， 
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则 很 可 能 所 有 的 乘积 项 全 部 都 落 在 粗 线 框 内 ,整体 水 平移 动 的 元 素 全 部 为 零 ( 所 以 根本 无 须 
这 个 操作 ) ,循环 卷 积 与 线性 卷 积 相等 。 下 面 来 讨论 N 足够 大 的 具体 取 值 。 先 通过 序号 和 
匹配 法 得 到 线性 卷 积 表 ,该 表 最 后 一 行 的 最 右边 一 个 元 素 对 应 的 序号 和 是 线性 卷 积 的 终止 
序号 一 一 参与 线性 卷 积 的 两 个 序列 终止 序号 之 和 (Mi 一 1) 十 (M: 一 1) 王 Mi 十 M: 一 2, 如 果 
NN 比 这 个 值 大 , 则 不 会 发 生 整 体 水 平 左 移 与 填充 的 过 程 。 这 个 约 东 条 件 为 : N 二 M: 十 M, 一 
2, 此 即 


六 二 Mi 十 M: 一 1 (1.150) 


一 3 


0 MiHM-IN NI1 MI+HM-2 
nt) 起 


_N -1 M+tM2N 


sy 


(a) max(Mi, M») NE MI+Mo-1 


有 ii 


0 M+M-IN Nl Mi+AMO-2 


用 1 - | _ 


HM) Ty M+Ms 2_N 7 
(b) M+Mo-1<N 


图 1-12 线性 卷 积 与 循环 卷 积 的 关系 


以 上 说 明了 两 个 有 限 长 序列 的 循环 卷 积 与 线性 卷 积 相等 的 条 件 , 也 就 是 说 ,只 要 循环 卷 
积 的 点 数 N 三 M 十 M: 一 1, 两 者 就 相等 。 

关系 式 ye(n) 二 y(n) 十 y(n 十 N),0 三 n 达 N 一 1 表明 ,循环 卷 积 y.(n) 是 线性 卷 积 
YL(n) 及 其 移 位 y(n 十 N) 在 0n 夺 N 一 1 内 又 加 而 成 。 通 过 此 式 可 以 解释 用 列表 法 计算 循 
环 卷 积 的 原理 。 在 用 列表 法 求 循 环 卷 积 时 ,首先 用 序号 和 匹配 法 得 到 线性 卷 积 y(n) (暂时 
没有 按 列 相 加 ) ,如 表 1-9 所 示 。 


表 1-9 用 列表 法 计算 线性 卷 积 


AP(O)Zz(0) hlO)zC1) AGO)Zz(2) h(O)zX(3) h(0)z(4) 0 
h(1)z(O0) hl)zC1) AL)zC2) AL)zC3) h(1)z(4) 0 
h(2)7x(0) h(2)7z(1) h(2)7z(2) h(2)7r(3) | h(2)z(4) 0 
h(3)7(0) h(3)z(1) h(3)z(2) | h(3)7z(3) h(3)7r(4) 0 


在 区 间 0 二 nN 一 1 内 的 y(n) 如 表 1-10 所 示 ( 即 表 1-9 中 的 粗 线 框 ) 。 


二 


表 1-10 用 列表 法 计算 循环 卷 积 (一 ) 
h(0)z(0) h(0)z(1) h(0)z(2) h(0)z(3) h(0)z(4) 0 
h(1)z(0) h(Dz(1) h(1)z(2) h(1)z(3) h(1)z(4) 


h(2)z(0) h(2)z(1) h(2)zx(2) h(2)zr(3) 
h(3)zr(0) h(3)z(1) h(3)r(2) 


将 表 1-9 左 移 N 列 得 到 y(n 十 N) ,在 0 二 n 二 N 一 1 内 y(n 十 N) 的 值 如 表 1-11 所 示 。 
应 注意 : 粗 线 框 的 宽度 是 N 列 , 所 以 整体 水 平 左 移 后 , 粗 线 框 内 的 元 素 全 部 移 到 粗 线 框 最 
左边 去 了 , 即 对 应 的 序号 mn 二 0, 所 以 与 循环 卷 积 没有 关联 ; 而 原来 粗 线 框 右 侧 的 元 素 全 部 移 
到 粗 线 框 内 ,并 且 与 粗 线 框 最 左 侧 对 齐 。 


表 1-11 用 列表 法 计算 循环 卷 积 (二 ) 


0 
h(2)r(4) 0 


h(3)r(3) h(3)r(4) 


将 表 1-10 和 表 1-11 重 释 相 加 即 可 得 到 表 1-12, 这 与 把 表 1-9 第 N 列 右边 的 元 素 整体 
水 平 左 移 并 进行 填充 得 到 的 结果 一 致 。 
表 1-12 用 列表 法 计算 循环 卷 积 ( 三 ) 
h(0)z(0) h(0)z(1) h(0)z(2) h(0)z(3) h(0)z(4) 0 
0 h(1)z(0) ACID)z(G1) h(1)z(2) h(1)z(3) h(1)z(4) 


h(2)r(4) 0 h(2)z(0) h(2)z(1) h(2)x(2) h(2)z(3) 
h(3)r(3) h(3)z(4) 0 h(3)z(0) h(3)z(1) h(3)z(2) 


前 面 已 经 得 到 两 个 序列 x(n) 二 {2,1,0,1} 和 h(n) 二 {2,3,0,1,2) 的 5 点 循环 卷 积 结果 
yos (n) 二 {6,9,5,4,8} 和 6 点 循环 卷 积 结果 ys (n) 二 {5,10,3,4,8,2}。 用 序号 和 匹配 法 可 
以 求 得 两 者 的 线性 卷 积 为 y(n) 二 {14,8,3,4,8,2,1,2)。 把 这 些 结果 放 在 表格 中 ,结果 如 
表 1-13 和 表 1-14 所 示 。 线 性 卷 积 长 度 为 L 二 8, 当 循环 卷 积 点 数 N 二 L 二 8 时 ,循环 卷 积 与 
线性 卷 积 结果 不 一 致 。 由 表 1-13 可 以 看 出 ,序号 在 范围 0 二 n 志 LL 一 1 一 N 内 时 , y(n) 二 
y(n) 十 y(n 十 N); 序号 在 范围 L 一 Nn 三 N 一 1 内 时 ,yz) 一 (2)。 这 表明 ,尽管 从 整 
体 上 看 两 者 并 不 一 致 ,但 是 在 L 一 Nn 三 N 一 1 内 两 者 却 完全 一 致 。 


表 1-13 线性 卷 积 与 循环 卷 积 关系 实例 1 


YL (nt+5) 4 8 3 4 8 


yn) 


ye (n) 


序号 
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表 1-14 线性 卷 积 与 循环 卷 积 关 系 实例 2 


YL (nt6) 4 8 3 4 8 2 


y(n) 


Yes (1) 


序号 


1.3.4 线性 时 不 变 系统 的 响应 


系统 可 分 为 时 变 系统 和 时 不 变 系 统 。 时 变 系统 含有 参数 随 着 时 间 而 变化 的 元 件 ; 时 不 
变 系 统 不 含有 参数 随 着 时 间 而 变化 的 元 件 , 所 有 元 件 的 性 质 都 是 恒定 不 变 的 。 设 某 个 离散 
时 间 系 统 对 输入 xz(n) 的 响应 为 y(n) ,表示 为 x(n) 习 y(n)。 若 对 任意 & 有 

Tn—k)== yn—E) 

则 该 系统 具有 时 不 变性 。 这 表明 对 时 不 变 系统 的 输入 延迟 &, 则 相应 的 响应 也 存在 同样 的 延 
迟 。 除 此 之 外 ,响应 没有 任何 变化 。 最 简单 的 一 类 系统 同时 具有 线性 和 时 不 变性 , 称 为 线性 时 
不 变 (Linear Time Invariant ,LTI) 系 统 。 任 意 正 整数 N、 整 数 k; 和 常数 a;, 若 zx;(n) 一 
GD) , 则 对 该 离散 时 间 线 性 时 不 变 系统 有 


N N 
Da sxi(n—ki)— Da yi(n—k;) 
i=]1 1 一 1 
线性 卷 积 在 线性 时 不 变 离散 系统 分 析 中 具有 重要 的 地 位 。 设 离散 LTI 系统 的 冲 激 响 
应 为 h(n) (离散 LTI 系统 对 冲 激 序 列 SCz) 的 响应 ) , 则 该 系统 对 任意 输入 zz) 的 响应 y(n) 


为 两 者 的 线性 卷 积 : 
yn) = 工 (2) *h(n) (1 151) 
证 明 如 下 。 考 虑 到 6(n) 一 h(n) ,由 系统 的 时 不 变性 有 
6n—m) > h(n—m) (1.152) 
再 由 系统 的 线性 特性 (更 具体 地 说 ,是 比例 性 、 齐 次 性 ) 有 
TMen—m) > rm hn m) (1.153) 


青 次 由 系统 的 线性 特性 (更 具体 地 说 是 释 加 性 ) 有 


Drm em > Dr hn—m) = zn) hn) (1.154) 


此 即 
Xn) > rn) *h(n) (1.155) 
对 连续 时 间 LTI 结论 如 下 : 设 连续 时 间 LTI 系统 的 冲 激 响应 为 h(z) , 则 该 系统 对 任意 
输入 zz(7) 的 响应 y() 为 两 者 的 卷 积 。 
y(1) = z(t) * h(t) (1.156) 


1.4 斑 换 
1.4.1 让 换 的 定义 
对 任意 离散 序列 z(n) ,定义 其 双边 2 换 如 下 ， 


有 


X(z) = >) re C1.157) 


式 中 = 为 复 变量 。 
对 因果 序列 (序号 非 负 整数 时 序列 值 恒 为 零 )z(z) , 则 定义 其 单 边 恶 换 如 下 : 
X(z) = Fi (1.158) 


n=0 


因果 序列 的 双边 斑 换 与 单 边 亚 换 相等 。 但 由 于 单 边 2 变换 的 求 和 范围 限定 为 n 宇 0， 
所 以 只 对 因果 序列 进行 。 如 果 对 非 因果 序列 求 单 边 斑 换 , 则 在 <0 的 序列 值 没 能 参与 求 
和 ,所 以 信息 有 所 损失 。 就 因果 序列 来 说 ,其 双边 亚 换 与 单 边 2 亚 换 完全 相同 。 

下 面 从 另 一 个 角度 引出 王 换 。 对 连续 时 间 信 号 z(z) 进 行 间隔 为 工 的 脉冲 采样 得 到 >。 
(2) , 则 有 


Xs(t) = z(t) 立 6(t—nT) = 立 ZITD)6CGt 一 7T) 《1.159) 
对 上 式 两 边 取 双边 拉 普 拉 斯 变换 得 -i 
XCs) = 调 | DE Tea (1.160) 
在 上 式 右边 交换 求 积分 与 求 和 的 次 序 得 - 
X,(s) = Sn [| our)era]= Sze (1.161) 
若 令 = 一 cr 和 zx 00)z(nT) , 则 上 起 变 为 = 的 丽 数 ,用 X(=) 表 示 为 
X(z) = 0 (1.162) 
这 就 得 到 了 序列 zz) 的 双边 亚 换 。 比 较 以 上 两 式 可 得 
X.(s) | .sz 一 X(Cz) (1. 163) 


其 中 复 变 量 > 和 复 变量 * 的 关系 是 
二 一 er 人 (1.164) 
如 图 1-13 所 示 为 脉冲 采样 信号 拉 普 拉 斯 变换 与 采样 序列 2 恶 换 之 间 的 关系 。 


1.4.2 琉 换 的 收敛 域 


正如 zs(i) 的 拉 普 拉 斯 变换 存在 收敛 域 ,z(Cz) 的 亚 换 也 存在 收敛 域 。 恶 换 式 中 的 > 
是 复 变 量 , 在 平面 上 表示 复 变 量 需 要 实 部 和 虚 部 两 个 参数 。2 变 换 式 中 的 复 变 量 x 构成 的 平 
面 称 为 “平面”, 实 轴 标 示 为 Re(Cz) , 虚 轴 标示 为 Im(z)。 把 复 变 量 = 表示 成 极 坐标 形式 
z= reiQ (1.165) 

式 中 + 为 z 的 模 , 即 一 |z|; 0 为 z 的 相 角 。< 平 面 上 7 二 1 的 圆 称 为 “单位 圆 ”。 

在 < 平面 上 ,使 X(z) 的 取 值 有 界 , 或 者 说 使 式 (1. 155) 或 式 (1. 156) 右 边 的 积分 收敛 的 
z 所 构成 的 区 域 , 称 为 X(z) 的 收敛 域 。 在 < 平面 内 , 仿 换 的 收敛 域 以 过 极点 的 圆 环 为 界 
(当然 不 包括 边界 处 的 圆 环 ) ,并且 收敛 域内 不 存在 任何 极点 。 下 面 通过 一 个 例子 来 说 明 Z 
变换 的 收敛 域 。 

例 1-9 对 序列 (nn) 二 a"u(n), 求 其 2 变换 。 

解 : zC2) 一 au 02) 为 因果 序列 ,所 以 求 其 单 边 斑 换 , 由 单 边 亚 换 的 定义 得 
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xX(D). 


人 af 一 一 


(a) 脉冲 采样 信号 及 其 拉 普 拉 斯 变换 z=eT 


x(m) 


划一 


(b) 采样 序列 及 其 变换 
1-13 拉 普 拉 斯 变换 与 2 亚 换 的 关系 


+ te 
uD Da 一 > (az 把 


(Kes-D 当 是 一 个 公 比 为 4 一 az: 的 无 穷 等 比 数列 ,X(z) 存 在 的 充 要 条 件 是 ， |az- | 二 1( 这 
里 取 模 ,考虑 到 a 为 复数 的 一 般 情况 ), 即 |z| 二 lal。 在 x 平面 上 ,X(x) 的 收敛 域 为 以 la| 为 
半径 的 圆 外 部 分 。 当 |z| 二 lal 时 得 

1 


A z|>>|lal 
当 a 二 1 时 ,zx(n) 变 为 单位 阶 跃 序列 un) ,其 2 亚 换 为 
uD zl 


下 面 分 别 讨论 各 种 序列 亚 换 的 收敛 域 。 
(1) 有 限 长 序列 。 
有 限 长 序列 斑 换 的 收敛 域 至 少 为 0 二 |z| 志 cc。 但 当 |z| 一 0 时 ,涉及 z 的 负 短 次 的 那 
些 项 就 变 成 无 界 的 ,收敛 域 不 包括 x 二 0; 当 |x| 一 cc 时 ,涉及 > 的 正 寡 次 的 那些 项 就 变 成 无 
界 的 ,收敛 域 不 包括 > 一 = 。 
(2) 右边 序列 。 
右边 序列 xz(n) 是 指 存在 某 个 整数 六 , 当 n<k 时 xz(n) 二 0; 或 者 说 当 z 二 时 工 (2) 才 取 
非 零 值 。 右 边 序列 双边 2 亚 换 的 收敛 域 变 为 
|z|>a 
在 > 平面 上 收敛 域 是 半径 为 的 圆 外 部 分 。 
(3) 左边 序列 。 
左边 序列 x(n) 是 指 存在 某 个 整数 mm, 当 n 记 m 时 zx(n) 二 0; 或 者 说 当 ms 入 mm 时 工 (2) 才 
取 非 零 值 。 左 边 序列 双边 亚 换 的 收敛 域 为 
|z|<P 
在 = 平面 上 收敛 域 是 半径 为 8 的 圆 内 部 分 。 


二 


(4) 双边 序列 。 
双边 序列 z(z) 在 整个 时 间 域 都 可 能 取 非 零 值 。 双 边 序列 斑 换 的 收敛 域 为 
ae 去 |z| 一 有 
在 < 平面 上 收敛 域 是 一 个 圆 环 ,边界 处 的 两 个 圆 分 别 以 a 和 有 为 半径 。 


1.4.3 斑 换 的 性 质 


1. 移 位 特性 
先 看 双边 亚 换 的 移 位 特性 。 给 定 斑 换 zCoD)eX(Cz), 则 对 任意 整数 冯 有 
工 (1 一 1712)<>2 XXX(z) (1.166) 
下 边 看 单 边 恶 换 的 移 位 特性 。 设 因果 序列 z(z) 的 单 边 2 亚 换 为 XCz)。 由 于 因果 序列 
ZX(n) 布 移 m 记 0 得 到 的 序列 z(n 一 m) 依 然 是 因果 序列 ,如 图 1-14 所 示 , 所 以 在 求 zx(n 一 m) 
的 单 边 王 换 时 z(z 所 有 的 序列 值 都 参与 了 求 和 ,所 以 式 (1. 164) 对 单 边 恶 换 成 立 , 重 写 
如 下 : 
Xn—moe rz"X(z), m>0 (1.167) 
设 因果 序列 z(m) 在 nk 宇 0(k 为 某 个 正 整 数 ) 时 才 有 非 零 值 ,显然 对 x(n) 左 移 0 一 
m 过 得 到 的 序列 x (n 十 m) 依 然 是 因果 序列 ,所 以 在 求 z(n 十 m) 的 单 边 2 变换 时 xz(n) 所 有 的 
序列 值 都 参与 了 求 和 ,所 以 式 (1. 164) 对 单 边 恶 换 成 立 , 重 写 如 下 : 


Z(2 十 ma)e>zX(Cz)， 1 二 0 (1.168) 
x(m) xX(mtm) 
k 7 0 km n 


图 1-14 因果 序列 左 移 后 依然 是 因果 序列 的 情形 (k 二 m0) 


但 是 如 果 因 果 序 列 z(n) 左 移 变 成 了 非 因果 序列 ,如 图 1-15 所 示 。 这 时 左 移 得 到 的 序 
列 在 求 单 边 恶 换 时 ,虚线 框 内 的 序列 值 没 有 参与 求 和 ,所 以 式 (1. 166) 不 成 立 。 设 因果 序 
列 z(z) 的 单 边 2 亚 换 为 XCz), 则 对 任意 关 之 0 有 以 下 单 边 亚 换 对 ， 


mi 一 1 
zat+m)ee" [X22) — 2 ze"], m>0 (1. 169) 
n=0 


x(n), 


0 
图 1-15 因果 序列 左 移 变 成 非 因果 序列 的 情形 
现在 非 因果 序列 x(n) 右 移 变 成 因果 序列 的 情形 ,如 图 1-16 所 示 , 虚 线 框 内 的 序列 值 在 没 
有 移动 之 前 求 单 边 2 变 换 时 没有 参与 求 和 ,但 右 移 后 对 应 的 序号 为 正 整数 ,所 以 求 2 亚 换 时 参与 
了 求 和 。 设 非 因果 序列 zCz) 的 单 边 普 换 为 XCz) , 则 对 任意 zz>>0 有 以 下 单 边 2 亚 换 对 ; 
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i 
zn — me |X(a 和 + 2 ztne™); m>0 (1.170) 


图 1-16 非 因果 序列 右 移 变 成 因果 序列 的 情形 


2 变换 的 移 位 特性 总 结 如 下 : 

序列 的 双边 王 换 的 移 位 特性 很 简单 。 王 换 的 求 和 项 z(n)z“ 中 >“ 的 短 次 数 是 序号 
的 相反 数 , 右 移 二 0 使 得 序列 的 序号 增 大 mm ,所 以 王 换 要 乘 以 因子 z="; 左 移 加 二 0( 右 
移 一 m) 使 得 序列 的 序号 减 小 m, 所 以 2 变换 要 乘 以 因子 =>"。 由 此 可 见 , 布 移 m(m 记 0 时 是 
真正 的 右 移 ,m 二 0 时 实质 上 是 左 移 一 交 ) 使 得 2 恶 换 乘 以 因子 =”。 

因果 序列 右 移 或 者 因果 序列 左 移 得 到 的 序列 还 是 因果 序列 时 ,移动 m 也 使 得 单 边 2 灾 
换 乘 以 因子 > "。 因 果 序 列 左 移 变 成 非 因果 序列 后 ,在 求 单 边 恶 换 时 有 部 分 序列 值 没有 参 
与 求 和 ,所 以 要 把 这 部 分 序列 值 的 影响 从 新 序列 的 单 边 2 变换 中 去 除 ,具体 情况 由 
式 (1.169) 给 出 。 非 因果 序列 右 移 变 成 因果 序列 后 ,在 求 单 边 恶 换 时 ,有 部 分 序列 值 原来 
没有 参与 求 和 但 是 现在 参与 了 求 和 ,所 以 在 新 序列 的 单 边 2 变换 中 要 对 这 部 分 序列 值 的 影 
响 加 以 考虑 ,具体 情况 由 式 (1.170) 给 出 。 

2. 尺度 变换 特性 

给 定 2 换 对 z(n)X(z) ,a 二 |z| 二 8B。 对 任意 常数 a 取 0, 有 


wz0DoX[ 主 )， alal<lz|<plal (1.171) 
例 1-10 已 知 zz 的 2 亚 换 为 XC=)。 新 序列 y(0z) 由 工 (z) 的 偶数 采样 点 的 样 值 构成 ， 


即 y(Cz) 一 z(22) ,试用 XCx) 表 示 yCz) 的 2 变换 Y(Cz) 。 
解 : 先 构 造 一 个 新 序列 v(n) 可 写 为 


v(n) 一 zl 十 (一 1)"] 
由 尺度 变换 特性 可 得 ,( 一 1)"z (nn) 的 2 变 换 为 X( 一 >) ,因此 vw(0o) 的 2 变换 为 
V(z) = 0.5[X(z) 十 X( 一 =)] 
显然 y(7) 三 v(27) ,因此 >y(2) 的 3 亚 换 为 
Y(z) = Dv 2me™ 一 Dv one" 一 >)uCm) (Gy = Vi(tzye) 


最 终 可 得 
Y(z) = 0.5[X(z) + X(— 2z*)] 
3. 时 域 卷 积 定理 
给 定 王 换 对 zCOnD)e 一 XCz) ,Ra<|z|<Reai yCOD<YCz) ,Ry 二 |z| 二 R,: 。 则 有 
Xn < y(72)<>X(Z)Y(z) 《1 172) 
4. 和英 卷 积 定理 


给 定 王 换 对 z(C0mD)eXCz) ,Ra 一 |z|<Reai yGODeY(Cz) ,Ry 二 |z| 二 Ryw, 则 有 


二 


zoom 十 和 TX CY s/w do C1. 173) 
式 中 Ci 为 X(v) 和 Y(z/v) 收 敛 域 重 释 部 分 内 任意 逆 时 针 旋 转 的 闭合 围 线 。 或 者 有 


zmDyGw 一 元 中 x t/a (1.174) 
2xjJc, v 


式 中 C; 为 X(z/v) 和 YY(v) 收 敛 域 重生 部 分 内 任意 逆 时 针 旋 转 的 闭合 围 线 。 

用 = 域 卷 积 定 理 求 乘积 的 王 换 ,难点 在 于 确定 被 积 函 数 的 哪些 极点 位 于 积分 围 线 
内 部 。 

5. 初 值 定理 和 终 值 定理 

车 zx(n) 为 因果 序列 且 zCz)*>XCx), 则 有 以 下 初 值 定理 : 


xX(0) = limX (<) 1175) 
车 y(n) 为 因果 序列 且 yn)**>Y(z), 则 有 以 下 终 值 定理 : 
limz(n) = lim[L(z— DX(z)] (6 
需要 说 明 的 是 , 终 值 定理 仅 在 limz(z) 存 在 时 才能 应 用 。 
6. 2 域 微 分 
给 定 王 换 对 z(Cz)*>XCz), 则 有 
ne zx) — eX) Cf Ny 
更 一 般 地 有 
nm eo (~:EE) x (1..178) 
二 
式 中 一 < 起 】 表示 
d d d ~ dy 
= 人 | :| < EX(=))])] (1.179) 
器 次 
即 对 X(z) 求 导 之 后 乘 以 (一 >) 的 运算 进行 m 次 。 
7. 序列 时 域 反 转 
给 定 王 换 对 : xz(n)X(z) ,a 二 |z| 二 8, 则 有 
Wm) BE (1.180) 
8. 序列 的 共 罗 
给 定 2 变换 对 ; z(n)X(z) ,a 二 |z| 二 B, 则 有 
wn (es we (1.181) 


9. 序列 的 奇偶 虚实 性 
若 zn) 为 偶 序 列 , 即 xz(n) 二 zx( 一 ) ,两 边 取 2 亚 换 , 并 利用 序列 时 域 反 转 特性 得 


Wx Ry (1. 182) 
x 一 z 是 XX(z) 的 零点 , 即 满 足 等 式 义 (zo) 二 0。 由 上 式 知 义 (z51) 二 0, 从 而 x5! 也 是 X(z) 
的 零点 。 同 理 , 若 < 二 z。 是 X(z) 的 极点 ,zo! 亦 是 XCz=) 的 极点 。 


显然 若 xz(n) 为 奇 序列 , 则 上 述 结论 依然 成 立 。 
车 x(n) 为 实 序列 , 即 x(n) 二 zx” (n) ,两 边 取 2 变 换 , 并 利用 共 生 特性 得 
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X(z) 一 XCz) (1. 183) 
车 z= 二 zo 是 X(Cz) 的 零点 , 即 满足 等 式 X(zo) 二 0。 由 上 式 知 义 * (xfg ) 王 0, 从 而 XCzf )==0， 
这 意味 着 xz? 也 是 X(z) 的 零点 。 类 似 地 ,车 x 二 zo。 是 XCz) 的 极点 , 则 xf 亦 是 XCz) 的 


极点 。 
显然 若 z(z) 为 纯 虚 序列 , 则 上 述 结论 依然 成 立 。 


1.4.4 琉 换 和 拉 普 拉 斯 变换 的 联系 
为 了 说 明 * 平面 和 * 平面 的 映射 关系 ,把 * 表示 成 直角 坐标 形式 


5 一 0 十 j2 (1.184) 
把 x 表示 成 极 坐 标 形式 
xz 一 reg，0 委 0 和 2rx (1.185) 
将 以 上 两 式 代 入 =e 得 
ver = TT = (1.186) 
从 而 
产 二 
这 a (1. 187) 


分 析 式 (1. 185) 可 得 : 
(1) o>0 时 ,由 第 一 式 可 知 二 1。 这 表明 ;平面 上 的 右 半 平 面 映 射 成 x 平面 的 单位 贺 
外 部 分 ,如 图 1-17 所 示 。 


平面 


jol 5s 平面 
= 
0 o 


图 1-17 :平面 上 的 右 半 平面 映射 成 平面 的 单位 圆 外 部 分 


(2) o==0 时 ,由 第 一 式 知 r= 二 1。 这 表明 ;平面 上 的 虚 轴 映射 成 x 平面 的 单位 圆 。 
(3) co<0 时 ,由 第 一 式 知 r 二 1。 这 表明 ;平面 上 的 左 半 平 面 映射 成 x 平面 的 单位 圆 内 
部 分 ,如 图 1-18 所 示 。 


= 面 刘 :平面 
— 
5 Wy 


图 1-18 s 平 面 上 的 左 半 平 面 映射 成 平面 的 单位 圆 内 部 分 


(4) 由 于 e 思 是 以 2. 一 2r/T 为 周期 的 周期 函数 ,因此 在 * 平面 上 沿 着 平行 于 虚 轴 的 方 
向 移动 对 应 于 < 平面 上 沿 着 圆周 旋转 。 在 平面 上 沿 着 平行 于 虚 轴 的 方向 每 移动 2., 则 对 
应 于 平面 上 沿 着 圆周 旋转 一 周 。 这 表明 = 平面 到 * 平面 的 映射 关系 不 是 一 一 映射 ,而 是 


二 


一 对 多 映射 。 当 在 平面 上 从 2x 的 整数 倍 出 发 平行 于 虚 轴 移 动 2., 则 = 平面 沿 着 圆周 从 正 
半 轴 上 一 点 逆 时 针 旋转 一 周 。 图 1-19 一 图 1-22 给 出 了 这 种 映射 关系 。 


jQ 


图 1-22 平面 上 的 实 部 为 c 的 长 为 0. 的 线段 映射 成 = 平面 的 半径 为 ~ 一 eno7 的 圆 


1.5 离散 周期 序列 的 伟 里 叶 级 数 表 示 


1.5.1 离散 周期 序列 的 传 里 叶 级 数 表示 方 法 
显然 复 指数 序列 e***" 是 周期 的 , 且 周 期 为 N, 这 是 因为 对 任意 整数 有 


Em NO/N 一 eam/N Et 一 eam/N (1. 188) 
这 表明 复 指 数 序列 集合 {exw*N} 只 有 互 不 相同 的 N 个 元 素 。 同 样 ,对 任意 整数 ,序列 
ein 也 是 周期 的 , 且 周 期 为 N。 和 连续 时 间 周 期 信号 可 以 展开 为 傅 里 叶 级 数 的 加 权 和 一 
样 ,离散 的 周期 序列 x(n) 也 可 以 进行 类 似 的 展开 。 但 是 周期 为 N 的 离散 周期 序列 z (n) 的 
傅 里 叶 级 数 展开 只 包括 N 项 , 即 


40 者 四 数字 信号 处 理 


有 一 1 
En) = Pyar (1.189) 
k=0 
下 面 来 确定 展开 系数 w(0 委 A 委 N 一 1) 。 上 式 两 边 同 乘 以 e **N(0<l<N 一 1) 得 
N-—1 
ne ae (1.190) 
k=0 
上 式 右边 在 长 度 为 N 的 区 间 上 对 求 和 得 
N=!1 有 一 1 N—1 
2 (en = Ge ON (1.191) 
nm=0 n=0 k=0 
交换 上 式 右边 对 n 和 对 求 和 的 次 序 得 
Wi Nk N= 
2 Ee 一 Yar DOUN (1.192) 
n=0 k=0 =0 
显然 s(n) 二 e@*” Or 是 一 个 公 比 为 es” ? 八 的 等 比 数列 , 当 k 关 L[ 时 ,有 
Ln | aDaN 1 一 execOMN 1 一 eicrO 
jxOEO7N jxOEO7N 
之 1 一 6 1 一 6 、 
当 &=Z 时 ,有 
N-—1 
PD) ouN =N 
n=0 
综合 以 上 两 种 情况 得 
N 一 1 
> eicozmN 一 N 6 一 0) (1.193) 
n=0 
由 式 (1.191) , 式 (1. 192) 变 为 
N—1 N 一 1 
> ) TOD/N = PaiN 。8( 一 20) = Na (1.194) 
n=0 k=0 
此 即 
1 N-1 
= Tn)e mm/N CE,195) 
23 


由 此 得 到 展开 式 中 次 谐 波 的 系数 a 。 
这 就 得 到 了 离散 周期 序列 的 傅 里 叶 级 数 (Discrete Time Fourier Series,DTFS) 变 换 对 : 


| N-—1 
ak = NN En)e my 


《1.196) 


N=-1 


ZX(n) 一 Dare™s 
k=0 


车 记 z(k) 二 Nas ,并 记 Ww 二 e” , 则 离散 周期 序列 的 傅 里 叶 级 数 可 以 写 为 


* 设 公 比 g 不 为 1 的 等 比 数列 a,ag,…,agN“! 的 和 为 S, 即 : 
S 一 a 十 四 十 … 十 agAr1 
上 式 两 边 同 乘 "得 : 
=agt+ag’ 十 … 十 agy 
以 上 两 式 两 边 分 别 相 减 得 : 
S=4=a—ag" 
从 而 得 到 5S 二 (a 一 agN)/(1 一 g)。 当 公 比 g 二 1 时 ,数列 中 各 项 相等 ,此 时 S=aN。 


二 


KR) = Hz)WY 
ee (1.197) 
二 友之 XR WE 
由 于 周期 为 N 的 离散 周期 序列 的 傅 里 叶 级 数 展开 只 包括 N 项 ,所 以 也 只 需求 0 乏 人 去 
NN 一 1 对 应 的 NN 个 展开 系数 ax ,需要 指出 的 是 ,如 果 不 限定 a 的 下 标 & 的 取 值 范围 ,ax 也 是 
周期 序列 ,这 是 因为 对 任意 整数 ZL 有 
1 一 1 一 
aa = 二 之 Zn) ee/N 一 二 之 元 (mn)erizwn/N 一 a 


n=0 


这 表明 离散 的 周期 序列 的 傅 里 叶 级 数 系数 也 是 离散 的 周期 序列 。 


1.5.2 离散 时 间 传 里 叶 级 数 的 性 质 


下 面 不 加 证 明 地 给 出 傅 里 叶 级 数 的 性 质 。 记 周期 为 N 的 离散 序列 z (xn) 和 y(n) 的 离散 
傅 里 叶 级 数 变换 式 为 


n=0 


DTFS ~ 
Xl(n) © X(k) 


DTFS 一 
yn) > YY(k) 


1. 时 移 特 性 
对 任意 整数 mr 有 
DTFS ~ 
Zin—m) XRWY (1.198) 
2. 频 移 特 性 
对 任意 整数 m 有 
DTFS ~ 
ZWN™ © X(k—m) (1.199) 
3. 周期 卷 积 特性 


周期 均 为 N 的 离散 序列 z,(n) 和 zx,(n) 的 周期 卷 积 定义 为 
N-—1 
y(n) = Xin) O zsn) = > ZX1(m) Zs (nC— mm) (1. 200) 


m=0 


显然 y(n) 是 周期 为 N 的 离散 序列 ,因而 称 为 “周期 卷 积 "。 证 明 如 下 。 
由 以 上 对 周期 卷 积 的 定义 ,对 任意 整数 《有 


N=!1 


ee 
JntlN) = >) Rm ZntlN—m = >) lm Tan—m) = 3(n) (1. 201) 


m=0 


对 任意 固定 的 整数 , 当 m 变动 时 ,zi(m) 是 周期 为 NN 的 序列 ,Zs(n 一 m) 也 是 周期 为 NN 的 
序列 ,所 以 z1(m)zo(n 一 m) 也 是 周期 为 N 的 序列 ,所 以 在 周期 卷 积 的 定义 中 对 m 的 求 和 只 
在 一 个 周期 内 进行 。 
(1) 时 域 周期 卷 积 性 质 : 
ED ny 4 LY RY (1. 202) 
(2) 频 域 周期 卷 积 性 质 : 


Drrs ] ~ ~ 
ZX1(n) zs(n) NX © Xk) (1. 203) 
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作为 例子 ,下 面 给 出 时 域 周期 卷 积 的 证 明 过 程 。 由 DTFS 反 变 换 的 定义 得 


7 N=1 ~ ~ 
IDTFSLX, CA) Xs(k)] = 十 之 [区 (bb Kak) WE (1.204) 
k=0 


N=-1 


= py 2 (0)WW 各 代入 上 式 右边 得 


N-1T N-1 
IDTFSLX1(k) X,(k)] = 二 DE sw | Cw (1. 205) 
k=0L m=0 
在 上 式 右边 交换 对 m 和 对 求 和 的 次 序 得 
2 N=-1 N-1 _ 
IDTFSLX,(k) Xs (CR)] = 二 Z1 (7 n) >) Xs RI WK" WN (1.206) 
m=0 k=0 
整理 得 
村 天 1 3 N-1 _ 
IDTFSLX;(&A) X,(k)] = 天 之 / Zi1(m) Xa RIWN™™ (1. 207) 
m=0 k=0 
-1 


N-—1 Fe 二 
考虑 到 天 (0) 一 让 2 X (DOWie ,所 以 D3 和 (CDW%rm 二 Zz,(n 一 m), 上 式 变 为 
k=0 


IDTFSLCX, (k) X,(k)] = 3 Xi1(m) Zon—m) = Zn) © zn) (1. 208) 


m=0 


已 知 云 (n) 和 zs(n) 为 周期 N 的 两 个 周期 序列 。 设 xz。 (mn) 和 zs(n) 分 别 为 它们 在 区 间 
0 过 n 三 N 一 1 内 对 应 的 序列 , 则 有 以 下 关系 式 : 


去 (7) = py zz 十 CN) (1. 209) 


l=-—% 


Zz(n) = Docn tIN) (1.210) 


1= 一 c 


有 限 长 序列 x。(n) 和 zs(n) 的 线性 卷 积 为 
ym) = zn) x zo(n) = 三 Tem) on —m) 一 Taam (Gh) 
最 后 一 步 考虑 到 z,() 序 号 范围 为 0<n<N 一 1 则 周期 卷 积 和 线性 卷 积存 在 以 下 关系 ， 
Zi(n) ® zln) = 六 yo 上 IN) (1. 212) 
证 明 如 下 。 由 周期 卷 积 的 定义 : 


y(n) 一 Zn) Orn) = > nm) Zan—m) 1.213) 


由 式 (1.210) 可 得 Zn 一 m) 二 >) zn 一 m 十 4N), 在 区 间 0 达 m 过 N 一 1 内 Zi(m) 一 


1=—oo 


ZXa(m) 。 考 虑 到 这 两 点 ,上 式 变 为 
jn) = DB Gn) SamtN) (1.214) 
在 上 式 右边 中 交换 对 4 和 对 求 和 的 次 序 得 


ce N=-1 


3) = >， >)zr(ozmz 二 LN 一 站) (1. 215) 


l=—o m=0 


a 


N=-1 N-1 


考虑 到 y(n) 一 Dz Gnzln—m) ,所 以 Dx Gmzn—mteN) 二 y(n 十 LN), 上 式 变 为 
m=0 


m=0 


y(n) = pa y(2 十 LN) (1.216) 


《= 一 co 


这 表明 周期 卷 积 是 线性 卷 积 的 周期 延 拓 ,重复 的 周期 为 N。 由 于 y(n) 的 有 效 范围 为 0 二 
zs<2N 一 2, 所 以 周期 延 拓 过 程 存在 重奏 。 


1.6 离散 时 间 伟 里 叶 变 换 


1.6.1 离散 时 间 传 里 叶 变换 的 定义 


离散 序列 z(z) 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 (Discrete Time Fourier Transform, DTFT) 定 
义 为 : 


X(er) = Dre” 121 


Nil 


下 面 推导 反 变换 式 。 上 式 两 边 同 乘 以 ex" 得 
X(en)eim” 一 DY zone (1. 218) 
上 式 两 边 在 长 度 为 2x 的 区 间 上 积分 得 


| » ZIM dw 
《2x》 


上 ,Xe )e” dw 
交换 上 式 右边 求 和 与 积分 的 次 序 得 


rr pj ) jm es 3 站 sj m—n) 
| xc )e” dw Dw, dw 


n= 


考虑 到 | "do 一 2x6(n 一 m), 上 式 变 为 


人 ,Xe )e” dm = >) zr 2rdn—m) = 2xr(m) 
(an 


此 即 
二 | Xe ) em dw (1.219) 
2rJ zw 


这 就 得 到 了 离散 时 间 傅 里 叶 反 变 换 式 。 
最 终 得 到 了 以 下 离散 时 间 傅 里 叶 变换 对 : 


X(e”) 一 TMe” 


rz(n) 一 | X(e”)e” dw ee 
2 (2n) 
尽管 离散 序列 z(n) 的 自 变量 n 只 取 离 散 整 数 ,但 是 其 离散 时 间 侍 里 叶 变 换 自 变量 w 却 是 连 
续 取 值 的 。 为 方便 起 见 ,可 以 将 离散 序列 的 “离散 时 间 傅 里 叶 变 换 ” 称 为 离散 序列 的 “ 侍 里 叶 
变换 ”, 这 与 连续 信号 的 “ 傅 里 叶 变换 "一致 。 在 名 称 上 ,离散 序列 的 “ 传 里 叶 变换 ?与 第 2 章 
的 “离散 傅 里 叶 变换 ?易于 区 别 。 


44 者 上 数字 信号 处 理 


以 下 给 出 另外 一 种 推导 反 变 换 的 方法 。 离 散 时 间 传 里 叶 变 换 X(e*) 隐 含 着 周期 性 ,这 
是 因为 对 任意 整数 《有 


Xeiettm ) 一 >) zr)eiotr 一 Dzrme” 一 XCen) (1. 221) 


这 个 性 质 表明 ,为 了 分 析 的 目的 我 们 仅仅 需要 X(e*) 的 一 个 周期 。X(e*) 是 关于 w 的 连续 
周期 信号 ,周期 为 T 一 2r。 对 X(e”) 进 行 傅 里 叶 级 数 展开 ,考虑 到 基 频 wm 一 2r/T 一 1, 所 以 
傅 里 叶 级 数 展 开 式 为 

XY 一 六 we 一 证。 em 1222) 


最 后 一 步 是 用 营 换 一 得 到 的 。 比 较 上 式 与 式 (1.217) 可 得 

ZX(n) = a_, 
这 意味 着 求 得 了 伟 里 叶 级 数 展 开 系数 就 得 到 了 反 变 换 式 。 对 傅 里 叶 级 数 展开 式 (1. 222) 丙 
边 同 乘 以 e-% 并 在 长 度 为 2x 的 任意 区 间 上 积分 得 


| xceoeedo = 全 (Dea) (1. 223) 
在 上 式 右边 中 交换 求 和 与 求 积分 的 次 序 得 
| Xow = Dal, ed (1.224) 
C27) k= 2n) 
考虑 到 | ed 二 2x6(k 一 上 2) ,上 式 变 为 
| Xo) ed = (1. 225) 
这 样 就 得 到 了 传 里 叶 级 数 展开 的 系数 : 
a=i| Xceed (1. 226) 
2rJ zw 
用 替换 上 式 中 的 一 l 得 
oa 一 二 | xCe)erdw (1. 227) 


~ 2x on 
至 此 ,通过 两 种 不 同 的 推导 过 程 便 得 到 了 离散 时 间 传 里 叶 反 变换 式 : 
1 


ZL(71) 一 aa_， 一 一 
27 zn 


综 上 所 述 , 非 周 期 序列 x(n) 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 X(e”) 为 


XCen)ei dw (1. 228) 


Xl) = re 
(1. 229) 


离散 时 间 傅 里 叶 变 换 的 周期 性 源 于 变换 式 (1. 220) 中 核 函数 e ”的 2x 周期 性 ,一 个 直 
接 结果 是 : 一 个 周期 [0,2x] 内 w 一 2x 与 零 频率 w 二 0 对 应 于 同一 个 信号 。 因 此 ,离散 序列 在 
任何 偶数 倍 的 频率 处 都 与 零 频率 一 样 是 慢 变 化 的 ,从 而 都 对 应 于 低频 率 的 成 分 ; 而 靠近 
奇数 倍 的 频率 处 ,离散 序列 确 是 高 频 震 荡 的 ,从 而 对 应 于 高 频率 的 成 分 。 


二 


例 1-11 设 z(z) 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 为 XCe"), 试 求 以 下 序列 的 离散 时 间 傅 里 叶 
变换 : 
(1) zi(n)=zx(2n); 
(2) zx2(n)=zx" (n); 
zz2/2) ,7 为 偶数 
0,n 为 奇数 
解 : 考虑 到 zz) 的 离散 时 间 传 里 叶 变换 为 XCe) ,由 离散 时 间 傅 里 叶 的 定义 可 得 


(3) zs(n)= 


XCen) 一 > rn)e 


nm 一 一 co 


(1) zi(m) 二 x(2n) 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 Xi (ep ) 为 


Xi(e”) = DTFTLz(2z)] = Dane” 一 zm)e i m 


2 mm 为 偶数 
一 步 可 得 
Xi(en ) 一 > 1r1 十 (一 1)”]z(mz)erie/2m 

为 王 数 2 

= 二 je a Da (一 1)mzr (Gm)e /Dm 
2 为 本 数 2 和 人 

一 lx’ ) 十 下 六 zm) eom 
a 2 为数 

最 终 得 到 


1 


Xo) X(N) + XW) 


ss XC 站 在 XC ein) 
1 1 


一 TX) 十 
(2) xs(n) 二 zx" (2 的 离散 时 间 传 里 叶 变换 Xs (er ) 为 


LY ole/ 
PR ey 


Xa(en) = DTFT[z* (WJ] = 2) x’ Oe 一 | Dwe| 三 天 "en 


(3) zs (2) 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 Xs (er ) 为 
Xas(e) = DTFT[zs(z)] = 5 Zs(We™ 一 >) zme” 
mm 一 一 co ?为 偶数 
在 上 式 右 边 令 n= 二 2m, 可 得 


Xas(ep) = Drs(2nm)e sm" 一 >) zme sm = X(e%) 


1.6.2 周期 序列 的 传 里 叶 变 换 


首先 需要 说 明 的 是 , 当 且 仅 当 wo 含有 因子 x 并 且 不 含 任何 无 理 数 因子 时 ,z(z) 一 em" 
才 是 周期 序列 。 下 面 证 明 周 期 复 指数 序列 x(n) 一 e”" 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 为 


X(e”) = De (1.230) 


k=—oo 
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只 要 验证 上 式 右边 的 反 变换 是 z(z) 一 exe" 即 可 。 由 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 反 变 换 定义 式 得 


1 1 六 人 
南 | 。XCe)e" do 一 去 | Do +2r) | dw (1. 231) 
在 上 式 右边 交换 求 和 与 积分 的 次 序 得 
去 Xe do 一 了 | so- 十 2rk)eim dw (1.232) 
在 某 个 确定 的 长 度 为 2x 的 积分 区 间 内 ,存在 唯一 的 对 二 wo 一 2xk 由 冲 激 函数 6(w) 的 采 
样 性 质 ,得 
| ,Ow — wt 2nk)e™ do 一 er [ea = Or = (1. 233) 
显然 X(e*) = bp 2x6(w 一 wo 十 2xk) 是 周期 信号 , 且 周 期 为 2x。 离 散 周期 序列 的 离散 时 
Pe 
间 傅 里 叶 变 换 也 是 离散 的 、 周 期 的 。 


1.6.3 离散 时 间 传 里 叶 变换 的 性 质 


离散 时 间 传 里 叶 变 换 具 有 一 个 特别 的 性 质 : z(z) 的 傅 里 叶 变换 X(e”) 是 序列 xz(n) 在 
单位 圆 上 的 2 亚 换 X(z) ,此 即 
X(ep) = X(z) | (1. 234) 
比较 zz 的 2 王 换 式 和 zz) 的 傅 里 叶 变 换 式 就 可 得 到 以 上 关系 式 。 然 而 ,只 有 当 X(x) 的 
收敛 域 包 括 单位 圆 时 ,才能 通过 X(Cz) 得 到 XCee)。 否 则 , 若 X(Cz=) 的 收敛 域 不 包括 单位 圆 ， 
则 此 时 X(Cz) 在 其 收敛 域内 有 意义 ,但 X(e”) 根 本 就 不 存在 。 这 个 性 质 的 直接 推论 是 : 离散 
时 间 傅 里 叶 变 换 具 有 2 变换 的 一 切 性 质 。 
1. 对 称 性 
对 任意 离散 序列 z(n) , 设 其 傅 里 叶 变 换 为 X(e*)。 设 x(n) 的 实 部 和 虚 部 分 别 为 zk (7) 
和 ziln); 设 X(e*) 的 实 部 和 虚 部 分 别 为 Xe(e”*) 和 Xi(e*)。 这 里 下 标 R 代表 英文 Real, 意 
为 “ 实 部 ”; 下 标 R 代表 英文 Imaginary, 意 为 “ 虚 部 ”。 此 即 : 
ZX(n) = Xr(n) jzri(n) 
X(Cen) 一 XRCen) 十 jXiCen) 
由 离散 时 间 传 里 叶 变 换 公式 得 


Xe)= Prde™ = >) [zr 十 jzi(a)](coswn — jsinen) 


= Xr(e*) +jXi(e”) 


分 离 实 部 和 虚 部 可 得 
ey = 3 ZR(N) cosan + zi(n)sinen 
X= py ZX1(n) cosan 一 zr (n)sineon 
由 离散 时 间 傅 里 叶 反 变换 公式 得 


zcO= 寺 | XE) em dw 
2rJ zw 


人 


= [Xr(e*) +iXi(e”)](coswn + jsinen) dw 
(C28) 


= XR(n) jzri(n) 


分 离 实 部 和 虚 部 可 得 
XrR(n) 一 二 | [Xr(e”)cosan 一 Xi(e”)sinen ]dw 
2x) 
(1. 235) 
Xi(n) = | [Xr Ce”)sinwn 十 Xi(e”*)coswn ]dw 
2rJ zw 
实 信号 。 对 实 信号 z(z) 来 说 ,其 虚 部 为 零 , 即 x1(n) 二 0。 
XR(em) = XR(n)coswn 〈 频 域 偶 函数 ) 
四 (1. 236) 


Xi(en) 二 一 》) zr(n)sinem 〈( 频 域 奇 函 数 ) 


考虑 到 余弦 函数 是 偶 函 数 、 正 弦 函 数 是 奇 函数 ,由 此 可 得 : Xa(e”) 是 偶 函 数 ,Xi(e”) 是 奇 函 
数 。 综 合 起 来 ,XCe") 具 有 Hermitian 对 称 性 : 

X'" (en) = X(e*) (L237 
考虑 到 幅度 谱 和 相位 谱 分 别 为 


| X(e*) | 二 VXR(Ce”) 十 Xi(e*) ( 频 域 偶 函数 ) Ce 
Vk 二 arctanXi(e”)/Xr(e”) ( 频 域 奇 函数 ) | 
实 信号 的 幅度 谱 为 偶 函数 ,相位 谱 为 奇 函 数 。 
对 实 信 号 z(z) 来 说 ,其 虚 部 为 零 ,所 以 
天 (= 二 寺 | [Xr(e”)cosan 一 Xi(e”)sinwon Jdw (1.239) 
2 (2n) 
考虑 到 Xk(e”) 是 偶 函 数 而 Xi(e*) 是 奇 函 数 , 上 式 变 为 
x(n) = [LXer) cosen — Xi(e”)sinwn ]dw (1. 240) 


实 偶 信和 号。 此 时 ,xk(n)coswn 二 TI(n)coswn 和 ZR(n)sinwn 二 Xx(n)sinwn 分 别 为 时 域 的 
偶 函 数 和 奇 函 数 ,所 以 式 (1. 236) 变 为 


XR(en) 二 zx(0) 十 2 了》)z(n)coswn 〈( 频 域 偶 函 数 ) 
| 各 (1.241) 


Xi(e”)=0 
式 (1. 240) 变 为 
z(n) = LT Xe eosnde (1. 242) 
0 
实 奇 信和 号。 此 时 z(0) 一 0, 并 且 zk (Cz) coswz 一 工 (2) coswz 和 zr(n)sinwn 王 工 (n)sinwn 
分 别 为 时 域 的 奇 函数 和 偶 函 数 ,所 以 式 (1. 236) 变 为 
Xa(Cen) 一 0 


| (1. 243) 
Xi(en) 二 一 2》) zln)sinam 〈 频 域 奇 函 数 ) 


式 (1. 240) 变 为 


48 者 数字 信号 处 理 


Zz(n) 三 一 工 | xcersinondo (1. 244) 
TJ0 


纯 虚 信和 号。 此 时 zr(n) 二 0 且 zx(n) 二 jzi(n), 同 理 可 得 


Xr(e”) 二 》) zi(n)sinwn 〈( 频 域 奇 函 数 ) 
(1. 245) 
Xi(e”) = DY) rn) cosan ( 频 域 偶 函 数 ) 
an en 二 [Xa Ce )sinan + XiCe) cosan Jdw (1. 246) 
显然 Xk Ce”)sinwn 和 Xi(e”)coswn 都 是 频 域 偶 函数 ,上 式 变 为 
Xi(n) = TEXaCer) sinon 十 Xi(e”)cosan ]dw (1. 247) 
如 果 纯 虚 信 号 z(z) 的 虚 部 xi(n) 是 奇 函 数 , 则 zn)sinwn 和 zi(n)coswn 分 别 是 时 域 偶 
函数 和 奇 函数 ,前 述 结论 变 为 
Xr(e”) 二 2》)ziln)sinwn 〈 频 域 奇 函数 ) 
| < (1. 248) 
Xi()=0 
ee LT xscerysinwnde (1. 249) 
同 理 ,如 果 纯 虚 信 号 xz(n) 的 虚 部 zr(z) 是 偶 函 数 , 则 前 述 结论 变 为 
Xn(en) 一 0 
(1. 250) 
Xi(en) 二 zi(0) 十 2 > ziCza)coson 〈 频 域 偶 函数 ) 
工 | xcerycosmndo (1.251) 
To 


记 任 意 序列 z(n) 实 部 和 虚 部 分 别 为 za (ww) 和 zi(n)。 设 实 部 zg (n) 的 偶 部 分 和 奇 部 分 
分 别 为 雄 C20 和 zR(C20; 设 虚 部 zi1(n) 的 偶 部 分 和 奇 部 分 分 别 为 zi(mw) 和 zn)。 设 x(n) 的 
偶 部 分 和 奇 部 分 分 别 为 z*(n) 和 xz?*(n)。 对 z(n) 的 全 里 叶 变 换 X(e*) 采 用 相同 的 符号 标 
示 。 这 里 上 标 e 代表 英文 even, 意 为 “ 偶 的 >; 上 标 o 代表 英文 odd, 意 为 “ 奇 的 ”"。 综 上 所 述 ， 
Z(C2) 可 以 分 解 为 如 下 形式 : 
X(N)= rrR(n) jzi(n) 
二 [x(n) 十 z&(Cz)] 十 jLztCz) 十 zx?(n)] 
= Xx(n) + xn) (1.252) 
zn) 二 Cn) 十 jzt(n) = 去 [zm) 二 zw" (—n)] 
CL253) 
ZX"(n) = xzRn) tx?n) 一 去 [zm) 一 六 一 庆 革 


前 述 的 奇偶 虚实 性 可 总 结 如 下 : 
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xm)= 通 (0) + (7) 车队 (m) +jx 人 7m) = (mn) + on) 


Xe =X XR Xe ) tiXUe®) Xo) +HX"(ei®) 
亦 可 将 上 述 性 质 总 结 为 图 1-23 的 形式 。 


1 时 域 频 域 1 
业 

! 实 | 介 -| 个 | 实 ! 
| 汪 部 1! 
1 分 | 奇 奇 | 分 ! 
和 : 
1 | 
| 虚 | 奇 奇 | 虚 ! 
部 部 1! 
| 分 | 偶 上 -| 偶 | 分 ! 
和 

| Xe Sve | 
| 信号 = 传 里 叶 变 换 | 
xn) ojF 工 | Xeioawda Ne) | 
27F (27) 1 

| pO RE a 


图 1-23 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 的 奇偶 虚实 性 
例 1-12 计算 以 下 序列 得 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 
A, —M<n<M 


Xx(n) = (1.254) 
0， 其 他 


解 : 显然 z(n) 是 实 偶 信号 ,所 以 
oo M 
X(Cen) = Xr(e”) = x(0) 十 2 DP) zn) coson = a 十 2 > coswn 
利用 积 化 和 差 公 式 ,很 容易 得 到 


AM 
sin(w/2) 十 2 >) sin(w/2)coswn = sin((M +1/2)w) 
于 一 1 


n=1 


此 即 
. sin((M + 1/2)w) 
1 + 22) cosm = 2 
最 终 得 到 所 求 的 离散 时 间 傅 里 叶 变换 为 
Xen) 一 A (1. 255) 
2. 时 移 特性 
如 果 zGz)<>XCen) ,那么 
Xn— ne X(e”) 《 工 2506) 
离散 时 间 傅 里 叶 变换 的 时 移 特 性 与 恶 换 时 移 特性 存在 一 定 的 区 别 . 而 与 连续 时 间 传 
里 叶 变 换 一 致 。 
3. 时 域 翻转 


如 果 zCD)e>XCen) ,那么 
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Zz(—n) eX(e™”) (1.257) 
在 本 质 上 ,离散 时 间 傅 里 叶 变 换 的 时 域 翻 转 特性 与 斑 换 是 一 致 的 。 时 域 翻 转 , 对 王 
换 来 说 ,结果 是 XC=) 中 = 翻转 为 一 >; 对 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 来 说 ,结果 是 XCe”) 中 w 翻 


转 为 一 o。 
4. 卷 积 定理 
如 果 z(Oz)*>XCen),yGO)eYCe), 那 么 
I < y(O2)<>XCen)YCen) (1.258) 
5. 相关 定理 


如 果 z(z)*>XCen),y(Oz)e>YCes)。z0) 和 >y(C2z) 的 互相 关 为 


ry(m) = 六) xX(k)y(k—m) 


nas 
那么 

rp (mM) Xe I Ye ™) 《1.259) 
证 明 如 下 。 巾 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 有 


> ray(m)e”™”= bp | > ZX(k)y(k -四 | 一 
m=—o0 m=—o0l k=—oo 


| > zy me | 
m=—ooL = 一 co 


bp ZX(k) > yk—m)e™ 


k=—o0 m=—o0 


| 
Ww) 


令 n=k 一 m; 则 ==m 十 n, 上 式 变 为 


3 ry (7 ) em 一 3 x(k) py y(n)ew™ -| Drew 六 ooer"| 


出 一 一 co = 一 co 六 一 一 co 一 一 co 站 一 一 co 
= X(e)Y(eY) 
6. 频 移 特性 
如 果 zGoDe>XCen) ,那么 
Er (n) Xe ) (1. 260) 
该 特性 与 连续 时 间 傅 里 叶 变 换 一 致 。 
7. 帕 斯 瓦尔 定理 
如 果 zCz)e>XCen),yCOz)eYCen), 那 么 


>》 z(oy" (n) = 去 上 Xr)Y' (er) dw (1.261) 
一 个 特例 为 
D3) 1z0) | 一 | | XCe>) |2dw (1. 262) 
了 2xJ 一 
8. 序列 乘积 


如 果 zCz)*>XCen),yCOD)<>YCen) ,那么 


zy a Xe Ye ) do (1. 263) 
开 J 一 < 


二 


9. 微分 特性 
如 果 zCD)< 一 XCe) ,那么 
12。 工 (12)<>j Xo) (1.264) 
10. 共 郝 特性 
如 果 z(z)e>XCe") ,那么 
"Cw (em) (1.265) 


例 1-13 已 知 z(Cz) 的 傅 里 叶 变 换 为 XCe) , 试 求 zn) 二 jIm{z00)) zz(n) 二 zx?(n) 和 
ZX3(n) 二 n*Zz(n) 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 。 
解 : zx1(n) 二 jIm{xz(n)) 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 为 


Xi(e”) 一 DjIm{z0)}e” = 了 区 {zn) — zx (n)}e 
例 1-14 已 经 得 到 xz (n) 的 傅 里 叶 变 换 为 X*(e 说 ), 所 以 x1(n) 的 时 间 傅 里 叶 变 换 为 
Xi(w) = LX 一 X (em 
由 序列 乘积 性 质 ,zx;(n) 二 zx? (n) 的 傅 里 叶 变 换 为 
Tn) = rr eX,(e”) = 二 | XCer)XCei 2 )du 
2xrJ -= 
ZX3 (nn) 二 n*，x(n) 的 傅 里 叶 变 换 为 


区 [ne zn je” 一 一 3 [zo] = 证 | > oem | =j EXCe) 


mi 一 一 co n=—o0 n=—o0 


1.7 连续 系统 与 离散 系统 的 关系 


如 果 离 散 序列 是 通过 对 连续 信号 采样 得 到 的 ,那么 离散 序列 的 传 里 叶 变 换 与 连续 信号 
的 傅 里 叶 变换 存在 怎样 的 关系 呢 ? 如 果 一 个 连续 LTI 系统 和 离散 LTI 系统 是 等 价 的 ,那么 
两 者 冲 激 响 应 的 关系 又 如 何 呢 ? 
下 面 先 回答 第 一 个 问题 。 对 连续 信号 z(t) 进 行 冲 激 脉冲 采样 得 
Xs(t) = z(t) bp 6(t—nT) = » znT)t—nT) (1.266) 
采样 信号 的 傅 里 叶 变 换 为 


X.(j0)= Im Zz.(Deiodt 一 上 E | DY zcaT)dt— 7)| ea 


一 DE zea) ed (1. 267) 
利用 冲 激 函 数 的 采样 性 ,上 式 变 为 
X.(jO) = 3 [znT)eY] | = zaoT)erar (1. 268) 


将 等 间隔 的 采样 信号 x(nT) 记 为 离散 序列 z(z) , 即 zCz) 全 xz(CzT) ,进一步 可 得 
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XQ) 一 六 (Un) = RY | 

由 采样 定理 可 知 ,x(7) 的 频谱 义 (jQ) 与 x,(?) 的 频谱 X,(jQ) 存 在 以 下 关系 : 
X.(j0) = 诗 2 XQ 一 40.)) 
2 

综 上 所 述 ,得 到 X(e”)、X,(jQ) 与 X(Q) 三 者 的 关系 为 

> 2 1 .ww 2r 

X(er) = X.|j 双 2 所 
G $f) t,2 GE 和) 

上 述 关 系 如 图 1-24 所 示 。 


ROA) 


-on 0 On 2 


GO) 


O=OT 
Me 
1 1 1 1 1 加 
-2r -Da7 CO Do7 2 加 


1-24 X(e”)、X.(0Q) 与 X(0) 三 者 的 关系 


从 以 上 推导 过 程 可 以 看 出 : 
(1) 从 式 (1.271) 右 侧 可 以 看 出 ,XCe) 隐 含 着 周期 性 ,并且 周期 为 2x; 


(1.269) 


(1.270) 


(1.271) 


(2) 在 时 域 ,通过 z(z) 兰 zCaT) 将 连续 信号 采样 的 冲 激 强度 与 离散 序列 关联 起 来 ; 
(3) 在 频 域 ,通过 w 一 07T 将 采样 信号 的 连续 傅 里 叶 变换 X,.(j2) 与 对 应 离散 序列 的 离散 


时 间 传 里 叶 变 换 X(Ce") 关 联 起 来 ; 


(4) 若 离散 序列 zCz) 等 于 对 连续 信号 z(t) 采 样 冲 激 脉冲 的 强度 , 则 其 离散 时 间 傅 里 叶 
变换 就 是 原始 连续 信号 傅 里 叶 变换 在 角 频 率 轴 上 压缩 后 移 位 而 成 的 。 如 果 这 些 移 位 后 的 频 
谱 互 不 重 琶 , 则 XCe") 在 (一 rr) 内 的 部 分 通过 频率 变换 w/T>Q 就 可 以 得 到 X (j0)。 

也 可 以 通过 以 下 方法 推导 出 连续 信号 的 傅 里 叶 变换 X(i2) 与 离散 序列 的 传 里 叶 变 换 


X(e”) 两 者 之 间 的 关系 。 由 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 定义 得 


Xl(e) = >) rew 一 DzraT)ew™ 


利用 连续 时 间 傅 里 叶 反 变换 式 , 上 式 变 为 


(1.272) 


一 汪汪 信鸽 二 省 让 条 红 | 33 
XCe") 一 各 [去 xGoyeerao]e> 


= 半 | xdo)| > > oor olan 


n=—o0 


一 支 六 xzao| Sem Jan (1. 273) 
由 泊 松 求 和 公式 (1.79) 可 得 
2 a a((# 9] tos ] DB) ei ronm (1. 274) 


l=—o~ 


将 这 个 结果 代入 式 (1. 273) ,得 


_ 15x We (1.275) 


接 下 来 回答 第 二 个 问题 。 数 字 通 信 系 统 具有 无 可 替代 的 优越 性 ,一 般 先 将 模拟 信号 经 过 
C/D 器 件 转化 成 离散 的 数字 信号 ,然后 在 离散 LTI 系统 上 进行 传输 ,在 接收 端 通过 D/C 器 件 
恢复 出 原始 连续 信号 。 一 个 简化 的 系统 模型 如 图 1-25 所 示 。 设 原始 连续 信号 z(D) 的 傅 里 叶 
变换 为 X(jQ); 采样 序列 z(m) 主 x(nT) 的 傅 里 叶 变 换 为 X(e*); 离散 LTI 系统 输出 序列 y(n) 
的 传 里 叶 变 换 为 YCe"); 系统 最 终 输 出 信号 y(7) 的 傅 里 叶 变 换 为 Y(jQ)。 现 在 假设 有 一 个 连 
续 LTI 系统 一 步 就 能 完成 从 x(7) 到 y(t) 的 转换 ,那么 这 个 等 价 系 统 的 频率 响应 及。 (jQ) 会 是 
什么 样 的 呢 ? 与 HGj0Q) 对 应 的 离散 LTI 系统 ,其 傅 里 叶 变 换 又 是 什么 样 的 呢 ? 


XI) 离散 LTI 系 统 Mm) 
Hei®) [pc 上 一 0 


1-25 一 个 简化 的 数字 通信 系统 
显然 图 1-25 中 离散 LTI 系统 输入 序列 的 傅 里 叶 变 换 为 
X(e) 一 2x (名 =< 科 ]] (1.276) 


假设 C/D 和 D/C 处 理 都 没有 造成 任何 损失 ,并 简单 地 认为 D/C 是 CVD 的 逆 过 程 。 巾 前 面 
得 到 Xe") 、X.(i2) 与 XGO) 三 者 关系 的 过 程 反 向 推导 ,可 以 认为 y(n) 的 傅 里 叶 变 换 与 
(0) 的 傅 里 叶 变 换 两 者 之 间 的 关系 为 


Y(e) = pd ( 兰 一 4 骏 )) (1.277) 
在 |2| 委 02. 内 ,以 上 两 式 分 别 变 为 
XC) 一 Fx (i 条) (1.278) 


人 
Y(e) 一 jzfi (C12797 


3ls 
— 
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而 离散 LTI 系统 输出 序列 的 傅 里 叶 变 换 为 


Y(er) = X(e)H(e) (1. 280) 
将 w= 二 QT 代入 以 上 三 式 可 得 
YCer) = XC(emr) Hr) 一 FX GDH(e™) (1.281) 
Y(Cer) = 于 YG9) (1.282) 
比较 以 上 两 式 , 可 得 联系 整个 系统 输入 与 输出 的 关系 式 : 
XG HE) = Y(Gi0) (1. 283) 
所 以 等 效 的 连续 LTI 系统 频率 响应 为 
He ljQ) = Hem) (1.284) 


与 有 ow(jQ) 对 应 的 离散 LTI 系 统 的 傅 里 叶 变 换 有 H,(e*) 又 是 什么 样 的 呢 ? 考虑 到 H。(e*) 
隐 含 的 2x 周期 性 ,上 式 变 为 


HL.(Cen) 一 工 。 于 Hoe(i( 扫 or) pe 于 》 HG(o 一 42r)) (1.285) 
二 


示 T > 
最 终 得 到 XCe") 、X.(i92) 与 XGiD) 三 者 的 关系 为 
XCen) = xi 扩 ]= 主 沁 x(i( 委 Ga) (1. 286) 
在 时 域 ,以 上 等 式 对 应 于 
h(n) = T» haT) (1. 287) 
离散 LTI 系统 冲 激 响应 是 相应 连续 LTI 系统 冲 激 响 应 的 采样 值 ,这 个 对 应 关系 称 为 “ 冲 激 
响应 不 变法 ”。 


1.8 时 、 频 的 二 重 性 与 正 \ 反 变换 式 在 数学 上 的 对 称 性 


前 面 已 经 介绍 了 以 下 四 种 信号 分 析 方法 。 
(1) 连续 时 间 傅 里 叶 级 数 表示 : 


PE | jnwot 
an 工 nDE dt 


™ (1. 288) 
X(t) = > ak Eo 
下 
(2) 连续 时 间 傅 里 叶 变换 
XiO) = 「 二 (Deadi 
(1. 289) 
总站 三 下 | XG em dn 
27 -~ 
(3) 离散 时 间 侍 里 叶 级 数 表 示 : 
= 
TN) = > ar 
竺 
(1.290) 
ak 一 二 (me 
* NN 


人 


(4) 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 ; 


X(e”) = x(ne” 


z(n) = 下 | Xe ) em dw Wa 
2rJ (zw 

信号 在 时 域 具有 两 个 特征 : 连续 和 离散 ; 周期 和 非 周 期 。 传 里 叶 级 数 展开 只 能 对 周期 
信号 和 周期 序列 进行 ,这 是 因为 展开 式 中 的 每 一 项 都 是 周期 的 ,所 以 相 加 的 结果 也 是 周期 
的 。 而 傅 里 叶 变换 把 信号 从 时 域 变换 到 频 域 ,得 到 了 信和 号 的 频谱 。 伟 里 叶 变 换 并 不 要 求 信 
号 是 周期 的 ,当然 连续 周期 信号 的 传 里 叶 变 换 是 离散 的 ,而 离散 周期 序列 的 离散 傅 里 叶 变 换 
是 离散 的 、 周 期 的 。 

连续 时 间 信 和 号 的 频谱 是 非 周期 的 。 不 管 是 连续 时 间 传 里 叶 变 换 还 是 连续 时 间 傅 里 叶 
级 数 展 开 , 从 相应 的 变换 式 都 可 以 看 出 在 频 域 并 不 具有 任何 周期 性 。 具 体 来 说 ,连续 时 
间 傅 里 叶 变换 式 中 核 的 函数 e ?是 连续 变量 1 的 函数 , 它 在 9 上 不 是 周期 信号 ; 连续 时 
间 传 里 叶 级 数 展开 式 中 的 核 函数 eo!' 也 是 连续 变量 1 的 函数 , 它 对 nn 来 说 也 不 是 周期 
信号。 

离散 时 间 信 号 的 频谱 是 周期 的 。 事实 上 ,离散 序列 的 傅 里 叶 变 换 或 傅 里 叶 级 数 都 是 周 
期 为 w= 二 2 的 函数 。 其 结果 是 ,离散 序列 得 频谱 范围 是 有 限 的 ,并 且 从 w= 二 一 x 到 w= 二 x, 其 
中 w=x 处 的 振荡 速度 最 快 。 

周期 信号 或 序列 的 频谱 是 离散 的 。 周 期 信号 或 序列 的 傅 里 叶 级 数 展开 系数 构成 了 离散 
的 线 谱 。 线 谱 间 隔 等 于 时 域 周期 的 倒数 ,对 连续 信号 而 言 线 谱 间隔 为 2x/ 丁 ,对 离散 序列 而 
言 线 谱 间隔 为 2r/N。 当 然 ,连续 周期 信号 的 傅 里 叶 变 换 或 离散 周期 序列 的 离散 时 间 传 里 
叶 变 换 都 是 周期 的 冲 激 脉 冲 。 

非 周期 信号 或 序列 的 频谱 是 连续 的 。 连 续 时 间 傅 里 叶 变 换 式 中 核 的 函数 e ?是 连续 
变量 2 的 函数 ; 离散 时 间 传 里 叶 变换 式 中 的 核 函 数 e ”也 是 连续 变量 w 的 函数 。 频 率 的 
连续 性 对 于 打破 和 谐 进而 产生 非 周期 性 信号 是 必 不 可 少 的 。 

总 之 ,在 某 个 域 上 具有 周期 es 的 周期 性 ,自然 意味 着 在 另外 一 个 域 上 具有 间隔 为 2r/e 
的 离散 性 ; 反之 亦 然 。 时 、 频 的 二 重 性 是 正 、 反 变换 式 在 数学 上 对 称 性 的 必然 结果 。 图 1-26 
总 结 了 这 些 对 比 关系 。 

下 面 青 来 看 看 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 的 实际 应 用 。 如 果 序 列 x(n) 是 无 限 长 的 ,利用 离散 
时 间 传 里 叶 变 换 式 即 可 求 得 在 长 度 为 2x 的 一 个 周期 内 的 频谱 XCe")。 如 果 序 列 z(n) 是 长 
度 为 N 的 有 限 长 序列 , 则 比较 容易 求 得 一 个 周期 上 等 间隔 频率 点 上 的 频谱 。 设 这 M 个 等 
间隔 点 为 


w= 2xk/M, 0<kSZM-1 (1. 292) 
设 zn) 的 非 零 取 值 范 围 为 三 n 二 nw; 则 由 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 的 定义 式 (1. 291) 可 得 
Xl) = DJ xn)e mt/M (1. 293) 


l=1 


把 依次 取 遍 M 个 值 时 得 到 的 {X (wi)} 表 示 成 列 向 量 ,把 1 依次 取 遍 NN 个 值得 到 的 
{zx(m)} 表 示 成 列 向 量 x 时 ,上 式 可 写 为 
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式 中 W 为 MXN 矩阵, 且 其 第 户 d 个 元 素 为 

0 过 如 委 M 一 1， 
利用 式 (1. 294) 就 很 容易 求 得 这 M 个 等 间隔 频率 点 上 的 频谱 X (ws)。 然 而 数值 计算 一 个 有 
限 长 序列 的 离散 时 间 传 里 叶 变 换 不 是 最 优 的 方法 ,第 2 章 要 介绍 的 离散 传 里 叶 变换 提供 了 


X= Wx 


Whe = een, 


高 效 的 计算 方法 一 一 快速 傅 里 叶 变 换 。 


lmn<N 


x 去 J Xo)ei"do 


Xe)= E xmeio” 


时 域 频 域 
xD) 
连 本 人 离 
续 散 
/| A | | 
周 0 1 周 
期 期 
x()=P XkQ el Mkoor[ (De vd 
2 《 
XDh XNA 
离 离 
散 散 
周 司 
出 N 0 N an 赂 
1 和! | 
Xn=—. COW- XA Tx)W 
NE 0 
x0) XD) 
上 非 
周 四 | g| 全 | 周 
期 期 
x0- 寺 全 AMosiodo XoF 人 三 roOeiodo 
xD) 
同 0 万 站 
期 期 


图 1-26 时 、 频 的 二 重 性 是 正 \ 反 变换 式 在 数学 上 对 称 性 的 必然 结果 


人 || 


1.9 线性 时 不 变 系统 的 稳定 性 和 因果 性 


1.9.1 线性 时 不 变 系统 的 稳定 性 


一 个 离散 信号 z(n) 有 界 , 等 价 于 其 模 值 满足 以 下 不 等 式 
| z(Cz) | 委 A 王 co 
其 中 A 为 某 个 有 限 的 正 数 。 对 连续 信号 x(7) ,也 是 如 此 。 如 果 一 个 系统 对 于 有 界 输入 的 响 
应 也 是 有 界 的 ,那么 称 该 系统 为 有 界 输入 有 界 输 出 (Bounded Input Bounded Output,BIBO) 
稳定 ,简称 稳定 。 在 信号 与 系统 分 析 中 ,我 们 只 关注 BIBO 稳定 。BIBO 稳定 性 通过 系统 的 
输入 和 输出 来 确定 ,而 系统 的 输入 和 输出 都 是 在 外 部 端口 进行 的 ,所 以 这 种 稳定 是 外 部 
稳定 。 
一 个 冲 激 响应 为 h(x) 的 离散 时 间 LTI 系统 对 激励 z(n) 的 响应 


yD) = zh 一 >) romMhn—m) 
那么 响应 的 模 值 满足 
| ycoo |= | > zhln—m)| < DY Ta 一 il 
若 输入 有 界 , 则 存在 革 个 正 数 4 使 得 |z0) | 三 A 二 一 ,上 式 变 为 
| y(7) |< > | zhan—m) |<A » h(n—m) |= A 2 | hm | 
显然 如 果 - 


2 Ih | 一 co 


或 者 说 h(n) 绝 对 可 和 ,那么 响应 也 是 有 界 的 ， 则 LTI 系 统 稳定 。 

下 面 用 反正 法 证 明 必 要 性 。 考 虑 这 样 一 个 有 界 的 输入 : 对 某 个 固定 的 ,对 任意 mm, 车 
工 (n 一 mm) 三 sgn(h(m)), 则 式 中 sgn 为 符号 运算 符 。 显 然 |z(n 一 m) | 二 1, 当然 是 有 界 的 ,以 
它 作 为 输入 时 ,系统 的 响应 为 


y= >) rmhm) = >) sgn(hm) hm) 一 3 | hCGm) | 


若 不 满足 于 1h(n) | 二 中, 则 由 上 式 得 y(n) 一 =。 这 表明 有 界 的 输入 导致 无 界 的 输出 ,不 


符合 BIBO 稳定 的 定义 ,所 以 系统 不 稳定 。 

综 上 所 述 , 冲 激 响 应 h(n) 绝 对 可 和 是 离散 时 间 LTI 系统 稳定 的 必要 条 件 。 

用 同样 的 方法 可 得 : 在 x 域 ,系统 函数 电 (z)( 即 冲 激 响应 有 h(n) 的 2 痰 换 ) 收 伍 域 包括 单 
位 圆 是 离散 时 间 LTI 系统 稳定 的 必要 条 件 。 

对 连续 时 间 LTI 系统 来 说 ,稳定 性 的 充 要 条 件 是 冲 激 响 应 h(i) 绝对 可 积 。 在 s 域 , 系 
统 函数 电 (s)( 即 冲 激 响应 (2) 的 拉 普 拉 斯 变换 ) 收 敛 域 包括 * 域 的 虚 轴 是 连续 时 间 LTI 系 
统 稳 定 的 必要 条 件 。 

以 上 结论 与 以 下 事实 一 致 : s 域 的 虚 轴 和 x 域 的 单位 圆 相对 应 
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1.9.2 线性 时 不 变 系统 的 因果 性 


下 面 分 析 系 统 的 因果 性 。 在 现实 的 物理 世界 里 ,物理 可 实现 系统 的 输出 都 发 生 在 激励 
作用 期 间或 之 后 ,很 少 发 生 在 激励 作用 之 前 ,这 看 起 来 很 自然 。 实 际 系统 的 响应 只 发 生 在 激 
励 作用 期 间或 之 后 ,这 是 因果 性 的 一 种 体现 。 这 种 特性 称 为 系统 的 因果 性 。 物 理 可 实时 实 
现 的 系统 都 是 因果 系统 ,因为 它们 没 办 法 预见 将 来 ,也 无 法 预测 即将 受到 怎样 的 激励 ,所 以 
物理 可 实时 实现 性 和 因果 性 本 质 上 是 一 个 概念 。 因 果 系 统 现在 时 刻 的 输出 只 决定 于 现在 和 
过 去 的 输入 ,与 将 来 时 刻 的 输入 没有 任何 关系 。 从 输入 和 输出 的 波形 上 来 看 ,因果 系统 的 输 
出 都 在 输入 之 后 。 因 果 系 统 当前 时 刻 的 响应 只 与 当前 时 刻 和 过 去 时 刻 的 输入 有 关 而 与 将 来 
时 刻 的 输入 毫 无 关系 。 

离散 时 间 LTI 系统 的 冲 激 响应 h(n) 是 对 n=0 时 刻 的 单位 样 值 序列 SCz) 的 响应 。 由 
于 nn<0 时 ,单位 样 值 序列 取 值 为 零 , 系 统 没有 任何 激励 ,如 果 系 统 是 因果 的 , 则 此 时 不 可 能 
有 响应 , 即 

h(n)=0, n=0 
换 句 话说 ,因果 离散 时 间 LTI 系统 的 冲 激 响应 h(n) 在 样 值 序列 出 现 之 前 必须 为 零 ,这 与 因 
果 性 的 直观 概念 也 是 一 致 的 。 下 面 从 另外 一 个 角度 推导 这 个 结论 。 
我 们 已 经 知道 , 冲 激 响应 为 h(n) 的 离散 时 间 LTI 系统 对 任意 输入 xz(n) 的 响应 为 


y(n)= rx(n) *h(n) = 区 Xn)hn—m) 


兽王 一 co 


一 六 Xmh(n—m)+t Sp Tm)hln—m) 


上 式 右边 第 一 个 求 和 项 与 nn 时刻 及 其 之 前 时 刻 的 输入 有 关 ; 而 第 二 个 求 和 项 与 n 时 刻 之 后 
的 输 和 有关。 因此 ,系统 的 因果 性 等 价 于 第 二 个 求 和 项 中 的 每 一 项 xz(m)h(n 一 m) 都 为 零 ， 
考虑 到 z(m) 的 任意 性 ,只 有 h(n 一 m) 恒 为 零 , 也 就 是 说 
h(n—m)=0, m>n 
此 即 
h(n)=0, n=0 
术语 “因果 性 ?也 常 被 用 来 描述 信号 ,尽管 这 种 说 法 不 够 严 说。 因果 LTI 系统 的 冲 激 响 
应 在 :一 0 或 <0 时 为 零 ,而 因果 信号 是 指 :<0 或 n<0 时 信和 号 取 值 为 零 。 
离散 时 间 LTI 因果 性 要 求 对 应 的 冲 激 响应 序列 是 右边 序列 ,而 右边 序列 的 3 变换 的 收 
敛 域 是 某 个 圆 外 部 分 。 综 合 考虑 稳定 性 与 因果 性 的 要 求 ,因果 稳定 的 离散 时 间 LTI 系统 ， 
其 系统 函数 所 有 的 极点 必须 位 于 单位 圆 内 ,而 收敛 域 是 以 原点 为 圆心 .过 模 值 最 大 的 那个 极 
点 的 圆 的 外 面 ,如 图 1-27 所 示 。 
对 连续 时 间 LTI 系统 来 说 ,系统 因果 性 的 充 要 条 件 为 
h(t)=0, t<0 
连续 时 间 LTI 因果 性 要 求 对 应 的 冲 激 响应 是 右边 信号 (更 确切 地 说 是 因果 信号 )。 在 s 
平面 上 ,左边 信和 号 的 拉 普 拉 斯 变换 的 收敛 域 为 右边 平面 ,或 者 说 收敛 域 为 Re{s} 二 a, 其 中 
为 某 个 实数 。 综 合 考虑 稳定 性 与 因果 性 的 要 求 ,因果 稳定 的 连续 时 间 LTI 系统 ,其 系统 函 
数 也 (s) 所 有 的 极点 必须 位 于 s 平 面 的 左 半 平 面 内 (或 者 说 极点 实 部 为 负数 ) ,而 收敛 域 是 平 


本 


行 于 虚 轴 上 且 过 实 部 最 大 的 那个 极点 的 直线 右 侧 的 平面 ,如 图 1-28 所 示 。 


图 1-27 因果 稳定 离散 LTI 系统 的 图 1-28 因果 稳定 连续 LTI 系统 的 
瑟 (z) 收 敛 域 与 极点 分 布 互 () 收 敛 域 与 极点 分 布 
习题 


1-1 直接 通过 循环 卷 积 的 定义 式 , 计 算 z(n)=={2,1,3,1} 和 h(n) 二 {2,3,0,1,2) 的 5 
点 循环 卷 积 yes (n) 和 6 点 循环 卷 积 ys (n) 。 

1-2 通过 列表 法 计算 x(n)= 二 {2,1,3,1} 和 h(n) 二 {2,3,0,1,2}) 的 5 点 循环 郑 积 ys (n) 
和 6 点 循环 卷 积 vs (n) 。 

1-3 计算 zm)=={2,1,3,1} 和 h(n) 二 {2,3,0,1,2) 的 线性 郑 积 。 并 验证 两 者 5 点 循 
环 卷 积 ws (nn) 或 6 点 循环 卷 积 ys (n) 与 线性 卷 积 满足 式 (1.144) 、 式 (1.145) 和 式 (1. 146) 。 

1-4 有 限 长 序列 x(n)= 二 {1,2,3,4,5,10,9,8,7,6) 的 序号 范围 为 0 三 n 二 9, 给 出 它 的 
循环 移 位 x(n 一 2)io) 和 zx((n 一 6)10)。 

1-5 求 以 下 序列 的 傅 里 叶 级 数 表示 : 

(1) xi(n)=cos(2xn/3); 

(2) zxs(n) 是 周期 为 5 的 周期 序列 ,已 知 其 中 一 个 周期 为 : 

Xn) = {—1,—2,0,2,l]}, 一 2 委 2 委 2 
(3) zs (72) 是 周期 为 5 的 周期 序列 ,已 知 其 中 一 个 周期 为 : 
Xen) = {120,251}s 一 2 过 2 之 2 
1-6 定义 复 序列 z(n) 的 共 思 对称 部 分 和 共 力 反对 称 部 分 分 别 为 


py i En i ed 
二 
» 


ta = x(n) 一 (一 2) 


已 知 z(Cz) 的 傅 里 叶 变换 为 XCe") ,证 明 : 

(1) R{z(m)) 的 傅 里 叶 变 换 为 Re{X(e*)}) ,其 中 Re 表示 取 实 部 ; 

(2) o{z(m)) 的 傅 里 叶 变 换 为 }* Im{X(e”)}, 其 中 Im 表示 取 虚 部 。 

1-7 已 知 zi(z) 的 傅 里 叶 变 换 为 Xi(e*),zxs(n) 的 傅 里 叶 变 换 为 X,(e*), 证 明 : 
2 ,zim)zzln 十 DD 的 傅 里 叶 变 换 为 Xi(e*)X,(e*) 。 

1-8 已 知 某 个 序列 z(z) 的 傅 里 叶 变 换 为 XCe") 王 一 j。sgn(w), 其 中 sgn 为 符号 运 
算 符 。 

(1) 求 逆 变换 z(Cz); 
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(2) 证 明 2) | x0) |<~; 


(3) 证 明 z() 的 如 换 不 存在 。 

1-9 求 序列 zxCzo) 一 al” 的 传 里 叶 变换 X(e*), 其 中 |a|<=1。 

1-10 已 知 以 下 三 个 序列 的 傅 里 叶 变换 分 别 是 Xi(e*)、X,(e*) 和 Xas(en)， 

(1) zi(n)={1,1,1,1,1},—2<n<2; 

(2) zx2(n)={1,0,1,0,1,0,1,0,1},—4<n<4; 

(3) zs(n)={1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1},—6<n<6。 

请 问 : Xi(e*)、X,(e*) 和 XX3(e”) 之 间 存 在 某 种 形式 的 关系 式 吗 ? 若 存在 ,其 物理 意义 
是 什么 ? 

请 进一步 证 明 : 如 果 
ZX(n/k)， 当 n/k 是 整数 时 
Os 其 他 
那么 Xi(e*) 二 XX(e”>), 其 中 Xi(e”) 是 zx,(n) 的 傅 里 叶 变 换 ,X(e*) 是 xz(n) 的 傅 里 叶 变 换 。 

1-11 已 知 zx(n) 的 傅 里 叶 变 换 为 X(e”*)= 二 1/1 一 gee”, 试 求 以 下 各 个 序列 的 傅 里 叶 
变换 : 

(1) zi1(n)=zx(2n—1); 

(2) zz(z) 一 em/3z(2 十 3)3 

(3) zi3(n)=zx(—2nt+2); 

(4) xz1(n)=zx(2n)cos(l. 2nn); 

(5) zs(n)=zx(n) < 并 (一 7 十 1)。 


Xi(n) 一 | 
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CHAPTER 2 


算法 及 其 应 用 


本 章 内 容 提要 

本 章 主要 讲解 离散 傅 里 叶 变 换 及 其 快速 算法 一 一 快速 全 里 叶 变 换 、 快 速 傅 里 叶 变换 的 
基本 应 用 。 在 讲解 过 程 中 ,不 仅 直接 给 出 离散 傅 里 叶 变 换 的 定义 ,还 特别 从 离散 时 间 傅 里 叶 
变换 、 离 散 时 间 侍 里 叶 级 数 表示 、 周 期 频率 的 等 间隔 采样 等 不 同 角度 推导 出 离散 伟 里 叶 变 换 
的 定义 式 , 从 中 可 以 看 出 这 些 变换 其 实 是 一 脉 相 承 的 。 

由 于 第 1 章 已 经 通过 模 运算 符 定义 了 循环 移 位 与 循环 反 转 ,所 以 在 讲解 离散 傅 里 叶 的 
性 质 时 ,轻而易举 地 避免 了 序号 的 越界 ,也 使 得 推导 过 程 简单 直观。 

我 们 透彻 地 讲解 了 通过 重 登 保留 法 计算 一 个 有 限 长 冲 激 序列 与 一 个 无 限 长 输入 序列 的 
线性 卷 积 ,从 中 体会 到 线性 卷 积 与 循环 卷 积 在 信号 处 理 中 的 独特 地 位 。 证 明 过 程 体现 了 不 
同 思路 之 间 的 异曲同工 之 妙 , 令 人 叹为观止 。 


2.1 离散 伟 里 叶 变 换 


实际 上 过 到 的 序列 都 是 有 限 长 的 , 故 必定 不 是 周期 的 ,所 以 对 其 进行 傅 里 叶 级 数 展开 表 
示 是 不 可 行 的 ,而 且 缺 乏 高 效 的 算法 用 离散 时 间 传 里 叶 变 换 求 其 频谱 。 离 散 傅 里 叶 变 换 
(Discrete Fourier Transform, DFT) 为 有 限 长 序列 提供 了 一 个 有 效 的 频率 分 析 方 法 。 
回顾 离散 序列 z(z) 的 离散 时 间 传 里 叶 变换 : 


XCen) = >) re ly 


显然 X(e*) 中 的 频率 自 变量 w 是 连续 变化 的 ,而 离散 序列 才 便 于 用 数字 信号 处 理 手 段 进 行 
分 析 和 处 理 ,因此 离散 时 间 传 里 叶 变 换 不 能 有 效 地 使 用 数字 计算 机 或 数字 信号 处 理 器 进行 
处 理 。 设 想 如 果 对 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 中 连续 变化 的 频率 变量 w 进行 离散 化 采样 2xk/N 
CN 为 总 采样 点 数 ) ,得 到 离散 化 的 频谱 ,最 终 建立 起 离散 时 间 变量 n 和 离散 频率 变量 & 之 
间 的 映射 关系 。 这 个 映射 关系 就 构成 了 离散 傅 里 叶 变 换 的 基础 。 从 这 个 意义 上 可 以 说 ， 离 
散 傅 里 叶 变换 ?是 离散 化 的 “离散 时 间 傅 里 叶 变 换 ”。 


2.1.1 离散 传 里 叶 变换 的 定义 
时 域 中 M 点 序列 z(Cz) 的 N 点 离散 傅 里 叶 变换 X CR) 定义 为 


N=-1 


X(k) = Dreim/N, OCkCN-1 (2.2) 


n=0 
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显然 要 满足 M<N; 否则 若 MN, 则 上 式 右边 的 求 和 没有 考虑 Nn 三 M 一 1 区 间 内 的 


工 (nn) ,造成 了 信息 损失 。 
下 面 推导 离散 傅 里 叶 反 变换 式 。 将 上 式 两 边 同 乘 以 ew (0<l<N 一 1) ,得 


N=1 
XR/N 一 DY xn)e i ON 


上 式 两 边 对 & 求 和 得 
| N-1 N-1 
DX PN 一 I (Nn) erizatorOAN 
t=0 k=0 n=0 
上 式 右边 交换 对 nn 和 对 求 和 的 次 序 得 
N=-1 N-1 N-1 
BD XEN 一 ET 4 DD 


k=0 n=0 k=0 


利用 式 (1. 191) ,上 式 变 为 


N=1 N=-1 N=-1 
> X(R)eizn/N 一 Dr Dna 下 Dr epawO/N 
nm k=0 k=0 


k=0 nz 
= Nz (0) 
这 样 就 得 到 了 反 变换 式 : 
N-—1 
z(O = XN, 0<Ll<N-1 
k=0 
为 了 方便 起 见 , 记 : 
Wy = erizwN 
这 样 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 对 为 
N-1 
XC) = Dz WY, 0<k<N-1 


N=-1 
zx) = XW OCn<N-1 
k=0 


(2. 3) 


(2.4) 


为 了 手 述 方便 ,后 面 用 zx(n)<X(k) 或 DFT[z(n)] 一 X(k) 表 示 离散 傅 里 叶 变 换 的 正 


变换 ; 用 0 IDFTLX(k)] 二 zx(n) 表 示 离 散 傅 里 叶 变 换 的 反 变换 。 
今 x(n) 的 N 点 DFT 正 变换 样本 组 成 的 向 量 为 
X= [X01),X2),.…, XCN—1)] 
输入 样本 组 成 的 向 量 为 
X 一 [z(1),z(2),……,z(N 一 1)] 
定义 维度 为 NX N 的 DFT 核 矩 阵 ， 
1 1 1 “ 1 
1 Wy W¥! A WE-Dx1 
Dy=|1 WA WHR? WH 


N-1 2x(N—D CN-DXCN-D 
1 WN WN “WH 


定义 维度 为 N XN 的 IDFT 核 矩 阵 : 


(2.5) 


(2.6) 


(8.7) 


第 2 章 ”离散 傅 里 叶 变 换 、 快 速算 法 及 其 应 用 | 63 


. 1 1 … 1 
1 WH WP We WN™ DX 
| 本 一 2x —(N-—Dx 
Dy = N 1 Ws * Ws . (2.8) 
i Wan Wo et Wi 
则 DFT 变换 可 写 为 以 下 矩阵 形式 : 
X= Dnx 
| (2.9) 
x= DX 
2.1.2 从 离散 时 间 传 里 叶 变换 引出 离散 传 里 叶 变 换 
对 周期 为 N 的 离散 周期 序列 z(n) ,定义 z(n) 的 主 值 区 间 序列 zw(z) 如 下 : 
zn), 0 过 nN-—1 
XNn(n) 一 | (2.10) 
其 他 


从 定义 式 来 看 ,在 主 值 区 间 [0,N 一 1] 内 离散 传 里 叶 变 换 与 离散 傅 里 叶 级 数 变 换 一 致 ,或 者 
说 可 以 把 离散 傅 里 叶 变 换 理解 为 离散 傅 里 叶 级 数 在 主 值 区 间 上 进行 的 变换 。 通 常 意义 上 的 
这 种 理解 难免 肤浅 。 为 了 加 深 对 离散 傅 里 叶 变 换 的 理解 ,下 面 从 两 个 不 同 的 角度 出 发 给 出 
离散 傅 里 叶 变 换 的 定义 ,由 此 可 以 理解 离散 傅 里 叶 变 换 的 物理 意义 。 

第 一 种 定义 基于 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 的 均匀 采样 ,由 此 得 到 的 结论 和 时 域 采 样 定理 类 
似 , 即 这 种 频 域 的 等 间隔 采样 导致 时 域 的 周期 重复 。 设 有 限 长 序列 x(x) 的 傅 里 叶 变 换 为 
Xi(e")。 因 为 Xi(e") 是 频 域 周期 为 2x 的 周期 信号 ,在 每 一 个 周期 内 对 Xi Ce") 都 进行 N 
点 等 间隔 冲 激 串 采样 , 则 采样 频率 可 设 为 w 二 2xk/N,k 为 整数 。 采 样 得 到 的 频谱 信号 为 


Xuo(en) = Xi (en) >) (wo 一 2xrk/N) (2.11) 
大 一 一 co 


记 XuCe”) 的 傅 里 叶 反 变换 为 zo(n)。 
先 给 出 一 对 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 。 由 离散 时 间 傅 里 叶 的 定义 并 利用 公式 (1. 79) ,很 容 
易 得 到 以 下 傅 里 叶 变 换 对 : 


0 
D0 Np) <— > 8(w — 2xk/N) (2.12) 
k=—o0 


= 一 co 


由 离散 时 间 傅 里 叶 变换 的 时 域 卷 积 特性 得 


t= Nam Ny= MY a Nyy (2.13) 
i 2r 


= 一 co 


上 式 表 明 ze(z) 是 xz) 的 周期 延 拓 (相差 常数 因子 NM2x) ,并 且 重 复 的 周期 为 N。 
如 果 序 列 z(Cz) 是 长 度 为 M 的 有 限 长 序列 ,只 要 MN, 则 zo (ln) 的 波形 就 不 存在 混 释 
现象 ,进而 可 以 通过 zo (ln) 恢复 出 z(n), 即 此 时 有 


ZXo(n) = 0 0<n<N—1 C214 
9 


上 式 说 明 可 以 通过 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 的 采样 恢复 出 原 离散 序列 ,只 要 满足 N 宇 M，。 
由 离散 时 间 傅 里 叶 反 变 换 得 
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机 A 
zo(n) 一 | Xo em do (2.15) 
将 式 (2. 11) 代 入 式 (2. 15) 右 边 得 
1 i Se 

zoln) 一 去 | [Xe D0 2xk/N) ] em dw (2.16) 

在 上 式 两 边 中 交换 求 和 与 积分 的 次 序 得 
ek je S 
zo(n) = 北 之 [| Excel 2rk/N)do] (2.17) 


上 式 两 边 的 积分 计算 说 明 如 下 : 选取 对 w 积分 的 区 间 为 [0,27) ,显然 当 且 仅 当 0<k<N 一 1 
时 6(w 一 2xk/NN) 的 奇异 点 在 此 积分 区 间 内 ,所 以 上 式 右边 对 k 求 和 的 范围 为 0<kN 一 1。 


上 式 变 为 
bw | 
zo(n) = 和 2 CEN ) rmt/N (2.18) 
全 
由 式 (2. 18) 和 式 (2. 14) 得 
有 N 一 1 
jy = 过 XEN)emN, 0<n<N-—1 (2.19) 
k=0 
若 令 
Xk) SX (en) C2.20) 
式 (2. 19) 可 以 写 为 
z(n) 一 让 芝 xD ”",，0<n<N-1 (2.21) 


一 0 


这 就 得 到 了 离 做 传 里 时 反 变 换 式 (Inverse DFT, IDFT) 。 
由 DTFT 的 定义 式 得 


Xk) 全 Xi(ewN) 一 >) zeizN，0 生 人生 N 一 1 {2.22 


考虑 到 z(n) 序 号 的 取 值 范围 为 0 二 n 三 M 一 1, 上 且 MN, 所 以 也 可 以 说 x(n) 的 有 效 范围 
为 0 三 n 三 N 一 1, 上 式 可 写 为 


N—1 
XK) = Dr Wh, OCkSN-1 (2.23) 


这 就 得 到 了 离散 傅 里 时 正 变换 式 。 
由 此 得 到 序列 z(z) 的 离散 传 里 叶 变换 对 : 


一 1 
Xk) = Dr WY, 0<k<N-1 
= 


(2. 24) 
下 和 一 1 
zx(n) 一 NZX WA , 0<n<N-1 
k=0 


从 以 上 推导 过 程 可 以 看 出 ,长 度 为 M 的 有 限 长 序列 z(n), 只 要 MN, 则 其 NN 点 离散 
傅 里 叶 变 换 X(k) 和 序列 x(n) 时 域 的 NN 个 取 值 一 一 对 应 。 当 然 由 于 zx(n) 的 有 效 长 度 为 M， 
所 以 这 N 个 取 值 还 包括 尾部 N 一 M 个 补充 的 零 值 。 此 外 ,X(k) 和 xz(n) 的 离散 时 间 傅 里 叶 
变换 X,(e”) 在 频率 点 w= 二 2xk/N 的 取 值 相等 。 
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回顾 连续 信号 的 采样 定理 。 设 连续 时 间 信 号 x(z) 的 冲 激 串 采样 为 


z(t) = z(t) >) 50 一 NT) (2.25) 


N= 一 = 


若 z(t) 的 傅 里 叶 变 换 为 XCGji2) , 则 xz.(7) 的 傅 里 叶 变 换 为 


X00) = 未 XGO 一 如) (2.26) 
i 


时 域 采样 定理 说 明 可 以 通过 连续 时 间 信号 的 采样 恢复 出 原 信号 ,只 要 满足 w, 宇 2w., 其 中 ow 
为 X(Q) 的 最 高 截止 频率 。 显 然 式 (2.13) 具 有 与 上 式 类 似 的 形式 ,这 是 时 一 频 对偶 性 所 致 。 


2.1.3 ”从 离散 时 间 传 里 叶 级 数 引 出 离散 传 里 叶 变 换 
考虑 序列 z(n) 的 离散 时 间 传 里 叶 变换 


KX(e) = >) re 27) 


n=—o0 


现在 对 X(e”) 进 行 N 点 等 间隔 采样 。 因 为 X(e”) 隐 含 着 2x 的 周期 性 ,所 以 对 XCe") 的 等 
间隔 采样 只 能 得 到 有 限 个 不 同 的 频率 采样 点 。 具 体 来 说 ,如 果 采 样 间隔 为 2x/N, 则 只 存在 
NN 个 不 同 频率 采样 点 : 

2xk/N, 0<kS<N-1 
对 应 的 频谱 采样 值 为 


X(N) 一 > Ze OCkECN-1 (2. 28) 
依次 将 上 式 右边 的 求 和 项 每 N 项 合并 成 一 组 ,得 
2N-1 


Dz (n)e mn/N | 
n=N 


一 一 1 
X(eizwMN ) 一 … 十 Dz me im/ 丰 Dr) eu/N 十 
nN n=0 


(UDN-1 


= wn)e mn (2. 29) 


l=—o% n=4N 


进行 变量 代 换 : 若 p= 二 =n 一 LN, 则 n= 二 p 十 LN, 上 式 变 为 


oN-l ~ N-1 
X(N)= > Drlp 十 ZN )eim et/N 一 >)z(b 十 LN ) eintp/N 


《= 一 co p=0 《= 一 co p=0 
N-1 ~ 

= >)[ 2) zp+AN)Je iN 
p=0 《= 一 oo 
ca 

= >) ZCp)e i (2. 30) 
p=0 

式 中 去 (2) 定 义 如 下 : 


Z(m) 2) znt+eN) 人 3 


《一 一 = 


显然 二 2) 是 周期 为 N 的 周期 序列 , 设 其 傅 里 叶 级 数 表示 系数 为 


ax 一 re Z(n)e P/N (2. 32) 


比较 式 (2. 32) 和 式 (2. 30) ,可 以 看 出 : 


n=0 
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= Xo"), 0<k<N-1 (2. 33) 
进而 由 傅 里 叶 级 数 表示 反 变换 得 


z(n) = opm = 二 DH x rn (2. 34) 


Ni 


上 式 给 出 从 傅 里 叶 变换 Xer) 的 采样 重 构 周 期 序列 :CD) 的 精确 方法 。 然而 ,这 并 不 意味 着 
就 可 以 从 采样 恢复 出 X(e*) 或 zx(n)。 


若 令 
X(CE) 二 Na = X(N), OCkCN-I1 (2.35) 
则 式 (2. 34) 、 式 (2. 35) 和 式 (2. 30) 已 经 构造 出 了 周期 序列 z(n) 的 离散 傅 里 叶 变 换 对 : 
N-1 
X(k) = > ZT(n)e le/N 
i 中 (2. 36) 
Zz(n) = NN 人 2 KORN 


这 里 同样 得 出 一 个 重要 的 结论 : Zz(n) 也 是 由 xz(n) 周 期 延 拓 形 成 的 。 显 然 , 当 且 仅 当 
Zz(n) 是 有 限 长 序列 并 且 其 长 度 L 志 N( 请 记 住 一 点 ,周期 序列 z(n) 的 周期 为 N) 时 ,才能 通过 
z(n) 的 一 个 周期 恢复 出 xz(n)。 此 时 ,由 式 (2. 31) 可 得 


N-—1 
zGD) = ZRym = [XC es Ry Cn) (2.37) 
k=0 
从 而 zm) 的 傅 里 叶 变 换 为 


XCen) 一 2 zx(me” = bE Tx en ]e Ss 


WAX( ee [ 广 DE jarkn/N ea 


二 X(N) 民 pat) (2. 38) 
k=0 
定义 
N-1 
sl je 1 1 一 ev 1 sin(wN/2) -ieCN-D/ 
ro) 六 Ze N IT 一 ee N sin(w/2) 和 
最 终 得 
XCen) 一 x(a — 2xk/N), LEN (2.40) 


这 就 得 到 了 通过 序列 传 里 叶 变换 的 采样 X(Cezwx) 重 构 傅 里 叶 变 换 X(e*) 的 内 插 公式 。 这 
里 的 内 插 函 数 不 同 于 由 连续 信号 的 采样 值 重 构 连续 信号 的 内 插 函 数 sin9/9, 而 是 其 周期 性 
形式 ,这 完全 是 XCen) 隐 含 的 周期 性 所 致 。w(o) 中 的 相 移 反 映 出 xz(n) 是 因果 有 限 长 序列 的 
基本 事实 。 
注意 到 


w(2xk/N) = | (2.41) 
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所 以 当 w=2rk/N,0O<R 和 N 一 1 时 wm(o 一 2rR/N) 一 1, 这 表明 在 采样 频率 点 wi 二 2xk/N 处 
重 构 是 完全 精确 的 。 而 在 其 他 频率 处 ,该 公式 提供 了 一 个 通过 对 傅 里 叶 变 换 采 样 值 进行 加 
权 求 和 。 
下 面 求 周 期 序列 z(n) 在 主 值 区 间 部 分 的 伟 里 叶 变 换 : 
Xe)= [iWRyGWJe™ = >) | Drata je | 


《= 一 co 


oo FN-1l 
二 5| Dotaver| (2.42) 


l=-ooL n=0 


令 n 十 N= 二 m, 上 式 变 为 


oo (EHDN-1 oo (HDN-—1 
KC) = S| Si rwewe™ | pb | SS ze | (2.43) 
一 ANV 


4=-=L_ m=N 《= 一 m 


在 采样 频率 点 w= 二 2xk/N 处 , 傅 里 叶 变 换 为 


oo (AHDN-1 
XCeizmWN ) 一 3 em | >» ey ea en | 
=AV 


l=—o% 


oo FHDN-1 
| > ze | 


《= 一 coL_ m=N 


= >) z(m)ericzwmm (2. 44) 


而 在 采样 频率 点 w 一 2r&/N 处 ,序列 x(n) 的 傅 里 叶 变 换 为 


X(N) = DreimN, OCkCN-1 (2.45) 
比较 式 (2. 44) 和 式 (2. 45) ,并 结合 式 (2. 35) ,可 知 在 采样 频率 点 w= 二 2xk/N 处 
KR(EWN) 一 XCezwN) 一 Xk) (2. 46) 


需要 注意 的 是 ,在 w 天 2xk/N 处 XCezws ) 与 XCezwxw) 截 然 不 同 。 

对 长 度 LN 的 有 限 长 序列 z(z) , 它 的 N 点 离散 傅 里 叶 变换 X (CR) 与 之 互 为 唯一 确定 
的 关系 ,通过 X(k) 能 够 得 到 z(z) 的 表示 ,但 是 X(k) 并 不 能 提供 z(z) 频 谱 X(e”) 的 完整 信 
息 。 事实 上 ,X(k) 仅 仅 提供 了 在 N 个 离散 频率 点 w 二 2xk/N 处 的 频谱 信息 , 绝 大 多 数 的 频 
谱 信息 是 缺失 的 。 通 过 增 大 N ,可 以 得 到 更 加 稠密 、 紧 凑 的 频谱 信息 。 

例 2-1 对 以 下 序列 分 析 其 傅 里 叶 变 换 、 离 散 傅 里 叶 变 换 : 

xn) =au(n), 0<~<a<=l (2.47) 
解 : x(n) 的 傅 里 叶 变 换 为 


; 2 过 本 1 
世 eo= Re 
Xle”) re 之 < ume oe (2.48) 
对 XCen) 进 行 N 点 等 间隔 采样 即 可 得 z(z) 的 离散 伟 里 叶 变 换 : 
XH) = Xe) | .om 一 Ta OCkESN-1 (2.49) 


下 面 来 具体 看 看 ZT(n) 和 x(n) 的 区 别 。 在 区 间 0 委 z 委 N 一 1 内 ,7X() 为 


议 (n) 一 | Dt eso = | Dama tn [even 


《= 一 co 《= 一 co 
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=| Sa ss = 2 (2.50) 
a 


4=0 0 


可 以 看 出 (nw) 与 x(n) 存 在 两 点 差别 : 第 一 ,前 者 为 周期 序列 ,后 者 为 无 限 长 非 周 期 
序列 ; 第 二 ,在 x(n) 的 一 个 周期 内 ,两 者 也 并 不 完全 相等 ,这 是 由 x(n 无 限 长 所 致 。 在 区 
间 0 三 n 三 N 一 1 内 ,ZX() 与 x(n) 相 差 一 个 因子 1/(1 一 ax) ,这 正 是 x(n) 周 期 延 拓 时 混 番 
的 影响 。 如 果 对 X(e”) 等 间隔 采样 的 点 数 N 足够 大 ,这 个 因子 就 足够 小 ,两 者 就 越 
接近 。 

下 边 研究 z(n) 在 主 值 区 间 0n 壹 N 一 1 内 部 分 的 傅 里 叶 变换 


N=1 加 


XCen) 一 > [z(WRy(n)Je™ = pS 2 ne” 


Ia 


Ne-iNe 
一 1 一 ae (2.51) 


1 一 aN 1 一 ae 
显然 XCe") 天 发 (ee) ,然而 很 容易 验证 在 频率 采样 点 w 一 2rk/N 处 两 者 却 相等 : 


X(Cem) | awn = KE) |。-suyN (2.52) 
由 此 得 到 zx(n) 的 离散 傅 里 叶 变 换 为 


X(k) = X(e) |。=suN = XCem) |。-2wA 一 


1 
Te (2.53) 


2.1.4 从 周期 频 域 的 等 间隔 采样 引出 离散 传 里 叶 变 换 


下 面 再 从 另外 一 个 角度 引出 离散 傅 里 叶 变 换 的 定义 。 这 种 定义 基于 对 时 域 受 限 信号 的 
等 间隔 采样 序列 的 周期 频谱 进行 等 间隔 采样 ,由 时 域 采 样 定理 可 知 , 这 些 频 域 的 等 间隔 采样 
对 应 的 时 域 信号 是 原 时 域 采样 的 周期 重复 。 用 数字 信号 处 理 器 对 zx(7) 的 傅 里 叶 变 换 X(jQ) 
进行 处 理 , 需 要 有 zx(7) 的 采样 值 ,因为 它 只 能 处 理 离散 数据 ; 再 者 ,数字 信号 处 理 器 也 仅 能 
计算 离散 频率 点 上 的 频谱 ,或 者 说 傅 里 叶 变 换 X(Gj2) 的 采样 值 。 为 此 需要 将 X(Q) 的 采样 
值 和 xz(z) 的 采样 值 联系 起 来 。 

由 采样 定理 可 知 ,对 时 域 信号 xz(7) 进 行 间隔 为 了 的 等 间隔 采样 得 到 采样 信号 zx.(7) , 则 
zs(t) 的 频谱 X,(jQ) 是 xz(7) 频 谱 XX(jQ) 的 周期 重复 , 且 重 复 频 率 为 w 一 2r/T。 现 在 尝试 对 
X(jQ) 在 频 域 进行 间隔 为 wm 的 等 间隔 采样 ,由 傅 里 叶 变 换 的 时 - 频 对 偶 性 可 知 , 频 域 的 这 个 
采样 处 理 在 时 域 产 生 的 对 应 结果 是 xz, (7) 的 周期 重复 (如 图 2-1 所 示 ) ,现在 假设 这 个 重复 的 
周期 为 Tu。 设 一 个 周期 Tu 内 时 域 的 采样 点 数 为 N ,一 个 周期 w 内 频 域 的 采样 点 数 为 No， 
下 面 证 明 N 一 Nu。 由 于 z.(0O 每 隔 工 有 一 个 采样 点 ,所 以 一 个 周期 Te 内 总 的 采样 点 数 为 
N=To/T。 由 于 X.(j2) 每 隔 wo 有 一 个 采样 点 ,所 以 一 个 周期 w, 内 总 的 采样 点 数 为 No 一 
os/oo 。 由 于 ws 王 2r/ 工 和 wo 一 2r/To :所 以 有 


T/T To/T 
ws /wo (2x/T)/(2x/To) 


设 nT) 入 (jkwo) 分 别 表示 z(z) 和 XGQ) 的 第 个 和 第 k 个 采样 值 .进行 如 下 两 个 定义 : 
x(n) TT. zaT) = 和 R ,znT) (2.55) 


N/No (2.54) 


X(k) XGkwo) (2.56) 
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后 面 会 证 明 zx(n) 和 XX(k) 存 在 以 下 关系 : 
到 
Xk) = Drm eo (2.57) 
| 所 
Zz(n) = TD Xk) eo" (2.58) 
N k=0 


式 中 02 二 woT 二 2xT/To 二 2x/N。 显 然 以 上 两 式 分 别 对 应 离散 全 里 叶 的 正 变换 和 反 变 换 。 
x 


fl, 


= 二 0 rm | 5 
了 


WT or 
(e) 
上 


广 一 


ad ya dl bye, 


| le tr 


图 2-1 信号 z(z 的 时 域 采样 与 其 频谱 XX(w) 的 频 域 采样 之 间 的 关系 


由 前 面 的 定义 可 知 ,x(n) 是 xz(D) 第 nn 个 采样 值 的 荆 倍 ,而 X(R) 是 XGQ) 的 第 个 采样 值 。 
式 (2.57) 表 明 可 由 zx(7) 的 采样 值 (mw) 全 TT. znT) 计 算 XCi2) 的 采样 值 XC(R) 人 XGkeo); 
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式 (2. 58) 表 明 可 由 X(jQ) 的 采样 值 X(k) 伍 XGjkwo) 计 算 z(7) 的 采样 值 zx(z) 全 下。zCzT)。 
这 样 就 把 时 域 的 N 个 采样 值 z(Cz) 兰 工 .z(CzT) 和 频 域 的 N 个 采样 值 X(k) 伍 X(jkwo) 联 系 
起 来 了 。 

式 (2.57) 的 证 明 如 下 。 由 于 


zs(t) 一 Fn) nT) (2.59) 
对 上 式 两 边 取 傅 里 叶 变 换 得 到 本 
X.(j0) = FT) er (2. 60) 
全 
如 果 采 样 频率 w 宇 2w. ,采样 信号 的 频谱 不 发 生 混 释 , 由 时 域 采 样 定理 得 
X.Gi0) = 未 X (0) (2.61) 
由 此 可 得 
AL AL 
X(jiD) = T* XG0) = Te DP znT)er = Dz(n)e er (2. 62) 
由 式 (2. 62) 和 式 (2. 56) 得 ~ 加 
Xk) SX(jkwo) = Fy) emer 一 Fe (2.63) 
n=0 n=0 


式 中 02.==woT。 这 就 证 明了 式 (2. 57)。 同 理 可 证 式 (2. 58)。 
考虑 到 wo 二 2x/T。 和 N= 二 To/T, 易 得 
Qo = woT = (2x/To) » (To/N) = 2x/N (2.64) 
例 2-2 设 z(2) 是 一 个 2N 点 离散 序列 , 且 满 足 等 式 : x(n)= 二 x(n 十 N),0<nN 一 1。 
已 知 序 列 (nn) 二 zx(m_) (0 二 nN 一 1) 的 NN 点 DFT 为 Xi(k), 试 用 Xi(k) 给 出 xz(mn) 的 2N 
点 离散 传 里 叶 变换 X (k)。 
解 : 由 DFT 定义 式 ,zCz) 的 2N 点 离散 傅 里 叶 变换 X CR) 为 


2N-1 


N-1 2N—1 
X(k) = roe A = 2 re 不 Dz Cn) eerin/2N 


=0 n=N 
在 上 式 右边 第 二 项 中 进行 变量 代 换 Be 第 二 项 变 为 
N=-1 一 1 N=-1 
2 rmt Neem mW/aN 一 Fm em ren = (— 1D)* > zm)e mm/2N 


最 终 X(k) 变 为 


X(k) = [1 二 + (—1)* ] 世 ee 
显然 当 上 为 奇数 时 ,X(k) 恒 为 零 。 当 上 为 偶数 时 , 设 k= 2m(0<m<N 一 1) ,此 时 XC) 变 为 


X(k) 一 2 法 eGoDeamewamns 二 DD 
n=0 n=0 
N—1 
考虑 到 Xi(k) 一 re 0 Sk N 一 1), 上 式 变 为 


一 0 


X(R) = 2Xi(m) 二 2X1(k/2) (0 过 上 过 2N 一 2, 且 为 偶数 ) 
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2.1.5 离散 传 里 叶 变 换 与 其 他 变换 的 关系 


事实 上 ,单纯 从 定义 式 就 可 以 看 出 离散 傅 里 叶 变换 与 其 他 变换 存在 一 定 的 关系 , 理 清 这 
些 关 系 有 助 于 更 好 地 理解 离散 傅 里 叶 变 换 。 
与 离散 周期 序列 的 傅 里 叶 级 数 表示 的 关系 。 回 顾 离 散 周期 序列 的 傅 里 叶 级 数 表示 
SA > —j2xkn/N 
Qi 一 方 之 Xx(me 
(2.65) 


N-!1 
ZX(n) 一 > Cakeijznte/N 
t=0 


如 果 对 周期 离散 序列 z(n) 在 主 值 区 间 部 分 进行 N 点 离散 傅 里 叶 变 换 , 那 么 由 离散 傅 里 叶 变 
换 的 定义 可 以 看 出 ,所 得 的 离散 傅 里 叶 变换 X(k) 与 上 述 傅 里 叶 级 数 展开 系数 w 存在 以 下 
关系 : 
X(k) = Na (2.66) 
因此 ,NN 点 离散 傅 里 叶 变换 给 出 了 周期 为 N 的 周期 序列 的 精确 线 谱 。 
1. 与 非 周期 序列 离散 时 间 傅 里 叶 变换 的 关系 
因为 序列 z(z) 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 XCe) 隐 含 着 2x 的 周期 性 ,所 以 对 XCe") 的 等 
间隔 采样 只 能 得 到 有 限 个 不 同 的 频率 采样 点 。 具 体 来 说 ,如 果 采 样 间隔 为 2x/N, 则 只 存在 
NN 个 不 同 频率 采样 点 : 
2xk/N, 0<kSN-1 
如 果 序 列 z(n) 的 长 度 工 三 N, 则 它 的 N 点 离散 傅 里 叶 变 换 X (k) 是 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 
X(e”) 的 等 间隔 采样 : 
Xk) = XC ) | smn (2.67) 
2. 与 斑 换 的 关系 
定义 在 0<nN 一 1 内 的 有 限 长 离散 序列 z(z) 的 2 变换 XC=)、 傅 里 叶 变换 XCe") 和 离 
散 傅 里 叶 变 换 X(k) 分 别 为 


N-1 

X(z) = Dre™ (2.68) 
气 

Xen) = >) re” (2.69) 
人 二 1 

XR) 一 Dr en (2.70) 
所 


如 果 X(z) 的 收敛 域 包括 = 平面 内 的 单位 圆 , 则 三 者 存在 以 下 关系 : 
(1) 傅 里 叶 变换 X(e”*) 对 应 于 > 一 oo 的 王 换 X(C=), 即 
XCen) = X(z) | 《2 
(2) 离散 傅 里 叶 变 换 X(k) 对 应 于 对 傅 里 叶 变 换 X(e”) 的 在 w€EL0,2x) 上 的 等 间隔 
XE) = XC) | sawn (C272% 
综合 式 (2.71) 和 式 (2.72) 得 
Xk) = XCz) | -zaN C273 
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这 表明 离散 傅 里 叶 变换 XC) 对 应 于 2 斑 换 X(x) 在 单位 贺 上 的 等 间隔 采样 。 如 果 已 经 得 到 
了 X(z) ,就 能 据 此 得 到 X(k)。 

已 知 离散 序列 zx(z) ,可 以 得 到 其 王 换 XCz)、 傅 里 叶 变 换 X(e”)、 离 散 傅 里 叶 变 换 
XX(k); 反之 亦 然 。 图 2-2 将 rz(Cz) 置 于 中 心 位 置 ,双向 箭头 表示 了 这 种 三 组 一 一 对 应 关系 。 
但 事实 上 ,由 排列 知道 四 个 量 之 间 存 在 Ai 一 4X3 一 12 种 不 同 关系 式 , 图 中 用 实 线 和 虚线 分 
别 表 示 正 、 反 变换 关系 。 现 在 只 剩 下 如 何 从 X(CR) 得 到 X(C=) 的 变换 关系 式 , 下 面 进行 推导 。 


图 2-2 离散 序列 与 其 斑 换 、 傅 里 叶 变换 、 离 散 傅 里 叶 变 换 之 间 的 相互 关系 
通过 对 X(CA) 进 行 离散 傅 里 叶 反 变换 得 到 时 域 离散 序列 xz(n) ,将 此 代入 斑 换 XCs) 的 
定义 式 得 


ee N=1 1 N 一 1 1 N= 
X(Cz) = 2)xz(00)x = DO XCODWN |2™ = 1 5 xc) wi” (2.74) 
0 Ni 0 Ni 


n=0 n= 


N=-1 N=1 Es 一 一 人 N 
xeo| (WH "| 让 2 Xk) lL 2 (2.75) 
k=0 


二 3 Wiz 
最 终 得 到 
_-N N=1 

Wy = 之 全 (2.76) 

这 就 由 XCA) 通 过 内 捅 得 到 了 X(z)。 
上 述 内 插 结 果 在 单位 圆 上 变 为 z(n) 的 傅 里 叶 变 换 : 
ee 1— (ew Xk) 
X(Cen) 一 X(Cz) | N TE WA 
—jNe = 
Te Ne (2.77) 


N i b = eice2mkMN) 
传 里 叶 变 换 的 上 述 表达 式 是 多 项 式 形式 的 插值 公式 。 事 实 上 , 它 与 插值 公式 (2. 40) 是 一 致 
的 。 在 插值 公式 (2.40) 中 : 
@(w — 2nk/N) 


1 1 一 ei 2/NN 1 1— ei 


(2.78) 


N 1— ei /NM N 1— ei /NM 


考虑 到 X(e*™*N) 二 X(k) ,插值 公式 (2. 40) 变 为 
N—1 N—1 
Xep) = > X(N) sw — 2xk/N) 让 2 这 (2.79) 


k=0 k=0 


显然 式 (2.79) 与 式 (2.77) 完 全 一 致 。 
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2.2 离散 伟 里 叶 变 换 的 性 质 


1. DFT 隐 含 的 周期 性 

离散 傅 里 叶 变 换 定义 了 时 域 N 个 时 间 点 到 频 域 N 个 频率 点 的 一 一 映射 ,定义 式 本 身 
隐 含 着 周期 性 。 具 体 来 说 ,如 果 不 限 定 序号 的 范围 , 则 可 以 认为 z(n) 和 X(k) 都 是 周期 为 N 
的 序列 。 证 明 如 下 : 对 任意 整数 ,由 离散 傅 里 叶 变换 的 定义 式 有 


N 一 1 N=—1 
XEEN) = DzOIWESY = Dz WEWY (2. 80) 


n=0 pe 


考虑 到 W 侣 一 eewN 一 1, 上 式 变 为 
NW 
XCE 二 LN) = Dr WE = Xk) (C281 
n=0 


同 理 可 证 x(n 十 CN) 二 x(n) 成 立 。 

离散 傅 里 叶 变换 定义 中 的 正 变换 和 反 变 换 分 别 限定 0<n<N 一 1 和 0k NN 一 1, 这 
两 个 区 间 称 为 离散 傅 里 叶 变 换 的 主 值 区 间 。 用 计算 机 或 数字 信号 处 理 器 进行 频谱 分 析 
时 ,一般 都 期 望 信号 在 时 域 和 频 域 都 是 离散 和 有 限 的 ,这 种 限定 是 自然 而 然 的 ,也 是 合 情 
合理 的 。 离 散 傅 里 叶 变换 潜在 的 周期 性 使 得 它 具 有 许多 优良 特性 ,利用 这 些 特性 就 得 到 
了 离散 傅 里 叶 变换 的 快速 算法 一 一 快速 传 里 叶 变换 (FFT) , 它 使 得 计算 离散 傅 里 叶 变 换 
(DFT) 高 效 而 方便 。 这 时 可 以 把 zx(n) 和 X(k) 看 成 是 其 中 的 任意 一 个 周期 ,只 要 进行 
DFT 时 取 的 点 数 N 不 小 于 对 信号 的 采样 点 数 M, 则 DFT 的 正 \ 反 变换 都 是 精确 的 。DFT 
把 长 度 为 M 的 序列 映射 成 N 个 离散 的 频率 系数 ,它们 对 应 于 zx(n) 离 散 时 间 傅 里 叶 变 换 
XCen) 的 N 个 采样 , 即 

X(k) = XE) |。sww，0 魏 有 & 委 入 一 1 (2.82) 
2. 时 域 循环 移 位 性 质 


DFT 
若 zz)< 一 ~XC) , 则 


DFT 
Tn—mn) <—X(kWY (2. 83) 
证 明 : 对 z(( 一 mv) 进行 离散 傅 里 叶 变换 得 


N—1 
DFT[zC(n—mn)] = Prtn—mtelN) WY (2. 84) 


式 中 4 为 满足 0<n 一 加 十 NN 一 1 的 某 个 待定 整数 (具体 取 值 无 关 紧 要 )。 在 上 式 右边 进 
行 变 量 代 换 : p= 二 nn 一 m 十 LN, 对 p 求 和 的 范围 为 : 0 二 p 三 N 一 1。 将 n==p 十 m 一 LN 代入 
式 (2. 84) 右 边 得 


N=—1 
DEFT[z(C(n 一 mw)] = Dr Cp) WK? (2. 85) 
0 
考虑 到 友和 饮 王 1, 上 式 变 为 
= 
DFT[z(Cn—m)N)] = Wi Dz (pW = WHX (Ek) (2. 86) 
pa 


3. 频 域 循环 移 位 性 质 
本 了 , 则 
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DFT 
XWN™ <—X((k—m)n) (2.87) 
证 明 : 对 义 ((k 一 m)n) 进 行 离散 健 里 叶 反 变换 得 
N= 
IDFT[X((k—m)n)] = XE m+tN Wi (2. 88) 


式 中 为 满足 0<k 一 m 二 NN 一 1 的 某 个 待定 整数 。 在 上 式 右 边 进行 变量 代 换 : p 二 有 一 
m 十 6N, 将 k==p 十 m 一 LN 代入 上 式 右边 得 


N-1 
IDFT[XCk—m)w)] = XP WE (2. 89) 
= 
考虑 到 W 久 二 1, 上 式 变 为 


on 
IDFT[LX((k—m)w)]= 吉之 XPIWN PH™ 


时 1 N-—1 
过 wr 二 Xpw | 
NS 
= zx Ww™ (2.90) 
4. 时 域 循环 卷 积 定理 
设 (nw) 和 zs《n) 的 NN 点 离散 傅 里 叶 变 换 分 别 为 X1(k) 和 X,(k), 则 有 如 下 时 域 循环 卷 
积 定理 : 
DFT 
Zz1(n) @ zi(n) —>X1(k) Xs(k) (2.91) 
证 明 : 由 DFT 的 定义 有 


N-1 
DFT[xi(n) Q@ zn)]= | Dm zn -m0 | 


m=0 


N=-1 
DFI| Ba mtN) | (2.92) 
m=0 
式 中 6 为 满足 0<n 一 m 十 NN 一 1 的 某 个 整数 。 由 DFT 的 定义 式 , 上 式 变 为 
T N-!1 N—1 
ZX1(n) CO rsn) — >) Dr On zn —m++lNWY (C2..08) 
n=0 m=0 


在 上 式 右边 进行 代 换 : p= 二 n 一 m 十 LN, 对 p 求 和 的 范围 为 : 0 三 p 夺 N 一 1。 将 n= 二 =p 十 m 一 
ZN 代入 式 (2. 93) 右 边 得 


FT N=-l N=1 


Di 
CO) Dz) < 一 > > Dn Om ra pW (2. 94) 
p=0 m=0 
考虑 到 W 答 二 1, 上 式 变 为 
DFT N-1 N=-1 
x1(n) CO zn) sl Sowws | Hacpws | = X1(k)X,(k) (2.95) 
p=0 
5. 频 域 循环 卷 积 定理 


下 面 不 加 证 明 地 给 出 频 域 循环 卷 积 定理 。 设 zi1(n) 和 zs(n) 的 NN 点 离散 傅 里 叶 变 换 分 
别 为 XiC) 和 Xs(R), 则 有 如 下 频 域 循环 卷 积 定理 : 


DFT 1 
Tra(n) > 入 XIC) GO Xalk) (2.96) 


循环 卷 积 定理 实际 上 提供 了 一 个 间接 实现 循环 卷 积 的 方法 。 如 果 要 求 得 x1 (n)@ 


m=0 
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Zz(n) ,可 以 先 分 别 求 得 zz (ww) 和 zz(n) 的 NN 点 离散 傅 里 叶 变 换 Xi (CE) 和 Xs (CR) ,再 对 两 者 的 
乘积 Xi CR)X*(R) 求 离散 傅 里 叶 反 变换 即 可 得 zi (xz)C9zs(z) 。 类 似 地 ,如 果 要 求 得 Xi CD)G 
Xs (RE) ,可 以 先 分 别 先 求 得 Xi CR) 和 Xs (CR) 的 离散 傅 里 叶 反 变换 zx1(n) 和 zs(n) ,再 对 两 者 的 
乘积 zi Cz)zz(z) 求 离散 传 里 叶 变 换 即 可 得 X1(k)@Xs(k)/N。 

循环 卷 积 定理 从 侧面 说 明 循环 卷 积 满足 交换 律 。 因 为 由 时 域 循环 卷 积 定理 有 


DFT 
ZX1(n) zn) —>X1(k)X,(k) 


x2 (n) CO riln) Cy 
比较 以 上 两 式 , 显 然 右边 相等 ,所 以 左边 也 相等 ,此 即 
Xx1(n) @ ran) = xin) O rln) 
6. 循环 反 转 
循环 反 转 相当 于 固定 x(0) ,把 其 余 的 序列 值 按 逆 时 针 方 向 排列 ,序号 位 置 按 顺 时 针 排 
列 的 次 序 不 动 ,把 序号 与 序列 值 一 一 对 应 起 来 ,所 以 有 


ZX(0), 1 一 0 
Xx((—n)n) 一 (2.97) 
X(N—n), ln<N-—1 


如 图 2-3 所 示 为 长 度 为 6 的 序列 及 其 循环 反 转 序列 。 由 图 可 以 看 出 , 原 序列 与 反 转 序 
列 的 序号 固定 不 动 ,而 序列 值 一 个 顺 时 针 排 列 、 另 外 一 个 逆 时 针 排 列 。 


DFT 
车 zx(n)< 一 X(k), 则 有 
DFT 
Zz((— mn) —X((— kN) (2. 98) 
DFT 
证 明 : 记 xz(( 一 n)w)< 一 Xi1(k) ,由 离散 傅 里 叶 变 换 的 定义 有 
N=-1 N-!1 
Xk) = Dx WE = zr0) + DzN—m Ww (2.99) 
n=0 n=1 
在 上 式 右边 进行 代 换 : N 一 n 二 m, 上 式 变 为 
N=-1 N=-1 
Xk) = z+ Dz WEN™ 一 0) 十 Dz We” (2. 100) 
n=1 n=1 
x(0) x(0) 
OO OO 


x(5)O 


x(P)Q x(2) x(2) Ox4) 


O 
x(3) x(3) 
(a) (b) 


图 2-3 长 度 为 6 的 序列 及 其 循环 反 转 
DFT 
考虑 到 z(n)<>X(k), 即 


N=1 N=-1 


Xk) = Dr WE = zr0) 十 Dz We (2.101) 
n=0 n=] 
显然 : Xi (0) 一 X(CO)。 
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当 1 和 入 N 一 1 时 ,有 


和 N 一 1 和 一 1 
X(N—A) = Dz WE 一 Dz Wa 
一 1 


比较 式 (2. 102) 和 式 (2. 100) ,可 知 
Xi(k)= X(N—k), 1<kSZN-1 
综 上 所 述 ,时 域 循环 反 转 对 应 频 域 循环 反 转 。 
7. 共 斩 对 称 性 
DFT 
若 z(GOz)< 一 >XCR), 则 有 
DFT 
TO) eX ((— kn) 


证 明 : 记 x (02)<>X(k) ,由 离散 傅 里 叶 变 换 的 定义 有 


N=1 N=1 


Ki) = Dx’ WE = zx (0) + Dz WE 
n=0 n=1 


DFT 
考虑 到 x(n)< 一 >X(k), 即 


站 = N=-1 
Xk) = Dz WE = z(0) 十 Dz We 
n=0 


显然 X1(0) 二 XX" (0)。 
当 1<k<N 一 1 时 ,有 


N=-1 . N-1 
X(N—k) = Ee 十 达 =oowg | 一 z (0) 十 Dr’ WE” 


注意 到 这 样 一 个 事实 : W 称 二 1, 上 式 变 为 


N=-!1 


XX" CN 一 有 = Zz" (0) 十 >)z' (mW 和 一 XiC)，1 委 & 委 六 一 1 


综 上 所 述 , 有 | 


X* (0)， k=0 
Xi(k) = 
X(N—k), l<k<N-1 


证 毕 。 


由 循环 反 转 特性 知 z(( 一 1)w)<>X(( 一 下 Nw) ,所 以 共 罗 对 称 性 又 可 写 为 


DFT 
Xx" ((—n)n) < 一 ”~X (k) 


(2. 102) 


(2. 103) 


(2.104) 


(2.105) 


例 2-3 定义 N 点 序列 x(n) 的 循环 共 轿 对 称 部 分 和 循环 共 轿 反对 称 部 分 分 别 为 


Xes(n) 一 译 [z0) 二 zx" (一 n)n)],， 0 二 nn 过 N 一 1 


Xa(n) = 去 [zcoD 一 x" (人 一 1z)N)]，0 委 2 委 信 一 1 


(2.106) 


(2.107) 


ZX(7) 的 NN 点 DFT 为 X(k) 二 XR(k) 十 jX1(k)。 证 明 ze(7) 的 N 点 DFT 为 XkC(k),zxol(n) 的 


N 点 DFT 为 Xi(k)。 其 中 Xk(k) 和 Xi(k) 分 别 表示 X(k) 的 实 部 和 虚 部 。 


证 明 : 显然 由 X(k) 得 到 其 实 部 和 虚 部 分 别 为 
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Xi(k) = 去 [XG) +X* (有 )] 
(2. 108) 
XRy: = 于 [XGO ee | 
由 DFT 共 轿 对 称 性 可 得 
DFT 
5 三 去 [zx() 十 zx 人 二 LX(A) 上 X* (6)] (2.109) 


j aa 
j* Xa(n) 2 Lzn) Xx*((—n)n)]< ™ FLXCk) X* (k)] (2.110) 


因此 ,zs(z) 的 N 点 DFT 为 XRC),j。ze(Gza) 的 N 点 DFT 为 XiICR)。 

同 理 可 证 (或 由 时 - 频 对 称 性 可 知 ): zg(z) 的 N 点 DFT 为 Xe(C), jz 的 N 点 
DFT 为 X。,(k)。 

8. 循环 相关 定理 

设 zx(n) 的 有 效 范围 为 0 二 n 三 Mi 一 1,y(n) 的 有 效 范 围 为 0 三 n 三 Ms 一 1, 对 任意 N 宇 
max(Mi,M;), 定 义 如 下 的 NN 点 循环 相关 运算 : 


N=-1 


ray(n) 一 Drmny Cm—mn), 0 过 nN-—1 2 11 
m=0 
设 z(n) 和 y(n) 的 NN 点 离散 傅 里 叶 变 换 分 别 为 X(k) 和 Y(k), 则 有 如 下 循环 相关 定理 : 
DFT 
Fw (2) <—>X(k)Y" (k) C2 Ll 


证 明 : 由 DFT 的 定义 有 


N 一 1 
DFT[F。(z)] 一 pe Dry Cm— D0 | 


m=0 


N-1 
= DeT| Dromy cm—ntin)| C2. 113) 
m=0 
式 中 4 为 满足 0m 一 n 二 NN 一 1 的 某 个 整数 。 由 DFT 的 定义 式 , 上 式 变 为 
N—1 N—1 
DFT[7;, C0] = >) Dz)y" Gn—ntlN)WK (2.114) 


在 上 式 右边 进行 代 换 , p 二 mw 一 x 十 CN, 对 p 求 和 的 范围 为 : 0 过 p<N 一 1。 将 4 二 mm 一 一 
4lN 代入 式 (2. 114) 右 边 得 


N-1 N-1 


DFT[F。(a)] = 2) >)zGOz)y”( 力 ) 卫 各 和 (2. 115) 


p=0 m=0 


考虑 到 W 锥 二 1, 式 (2.115) 变 为 
DFT[7, (n)j= | 之 =oows 了 | Se cw | 


m=0 p=0 
N-—1 N—1 

一 | | yw | 
m=0 p=0 

= X(k)Y" (k) (2.116) 


利用 时 域 循环 卷 积 定理 和 共 思 对 称 性 很 容易 由 式 (2. 116) 得 
Fay(n) = zn) By’ ((—n)n) (2.117) 
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9. 奇偶 虚实 性 

对 任意 序列 xz(n) ,其 循环 反 转 序 列 记 为 x(( 一 n)w)。 如 果 工 (7)= 二 x(( 一 n)n) ,就 称 其 
是 循环 偶 序 列 ; 如 果 zx(n) 二 一 x(( 一 n)w), 就 称 其 是 循环 奇 序列 。 如 果 z(z) 一 zz (( 一 
n)n) ,就 称 其 是 循环 共 罗 对 称 序列 ; 如 果 zx(n) 二 一 x*(( 一 n)n), 就 称 其 是 循环 共 轧 反对 称 
序列 。 

设 序列 xz(n) 的 实 部 和 虚 部 分 别 为 zg Cn) 和 zi1(n)。 记 xz(n) 离 散 傅 里 叶 变 换 X(k), 设 
X(k) 的 实 部 和 虚 部 分 别 为 Xk (Rk) 和 Xi(k)。 这 里 下 标 R 代表 英文 Real, 意 为 “ 实 部 ”; 下 标 
I 代表 英文 Imaginary, 意 为 “ 虚 部 ”。 此 即 


ZX(n) = zr(n) 十 jzr(Cz) (2.118) 
Xk) = XrCk) +jiXi(k) (2. 119) 
由 DFT 的 定义 得 
N-—1 
X(k)= >)[zR(za) + jzi(n) je 
n=0 
ed 2rkn 2rR7z 
三 之 [mon ti 0 (cos 全 isin 2 ] (2. 120) 
进一步 整理 得 
N= 
X(k) = | mooems 2 + zi(n)sin 并 "| | 
一 
ij 之 | CDeos 一 不 (sa "| (2.121) 
由 此 X(k) 的 实 部 Xk(k) 和 虚 部 Xi(k) 分 别 为 
el 2 2xk 
XR(k) = Dzrr(n)eos Ne tmsin Re (2. 122) 
NS 2ak 2ak 
Xi(k) = Dreos — XR(n)sin 4 ‘2, 123》 
n=0 
1) 实 序列 
如 果 序 列 zCz) 为 实 序列 , 则 其 虚 部 zi(Cz) 为 零 , 则 由 式 (2. 122) 和 式 (2. 123) 可 得 
N=-1 
Nuthy = Trg)eos kn (2. 124) 
n=0 
NS 2 
Xi(k) 一 一 2 zr Csin Re (2. 125) 
a 
当 1<k<N 一 1 时 ,有 
N-—1 
XN = te Ne 
a N 
N—1 
Seeos 2 = Xk(k) 
此 即 
Xr(k) = XR(C( 一 EN) (2. 126) 


同样 可 得 
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Xi1Ck) =— Xi1((— k)n) 和 
以 上 表明 实 序列 的 离散 傅 里 叶 变 换 为 复 序列 ,其 实 部 Xk (k) 为 循环 偶 序列 , 虚 部 Xi1(k) 
为 循环 奇 序列 。 合 并 以 上 两 式 可 得 ,对 实 序列 rz(z) 而 言 ,其 傅 里 叶 变换 X(4) 满 足以 下 
人 性质: 
X(k) 一 X"(( 一 AN) (2. 128) 
(1) 实 的 循环 偶 序 列 。 
下 面 来 研究 实 的 循环 偶 序列 的 离散 传 里 叶 变换 。 式 (2. 123) 所 示 的 虚 部 Xir(CR) 重 写 
如 下 : 
Xi(k) =— Fsin 2 


n=0 


N=-1 
二 .2akn __ 2TR7z 
一 Desin 一 Dr osin 9 


=0 


N—1 
= 一 Dy za sin 2 (2. 129) 
用 一】 
当 NN 为 偶数 时 , 则 上 式 右 侧 的 求 和 项 zk (n)sin(2xkn/N) 有 奇数 项 ,上 式 变 为 


N/2 一 1 


Mk: 
Xi(k)=— 2 zr Csin Sr? 一 > Zan) sin ZA 一 5) za sin MR 
n=] 


n=N/2+1 n=N/2 
N/2 一 1 N=1 
EC 2nkn __ . 2xkn 
= 2 nosin Re esin Ne (2. 130) 
在 上 式 右边 第 二 项 中 令 一 N 一 n, 则 nn 二 N 一 m, 将 此 代入 第 二 项 ,上 式 变 为 
N/2—1 N/2—1 
Xi(k)=— > zr sin 2nkn > XR(NO— m)sin 2rkCN—m) 
总 N a N 
N/2 一 1 N/2—1 
一 一 1 0 Ca L131) 
n=1 N m=1 N 
把 上 式 右 边 第 二 项 中 mm 变 回 并 整理 得 
N/2 一 1 2 庆 
Xi(k) = 2) [zr CN—n) — zr Jsin “Re (2. 132) 
n=] 
考虑 到 zr(n) 为 循环 偶 序 列 , 即 对 任意 1<n<N 一 1 有 
XR(n) = ZR(( 一 2)N) = xrR(N—n), l1<n<N-—1 (2. 133) 
由 以 上 两 式 可 得 
Xi(k) =0 (2. 134) 


当 N 为 奇数 时 , 同 理 可 得 相同 的 结论 。 

以 上 表明 实 的 循环 偶 序列 的 离散 傅 里 叶 变 换 为 实 序列 ,考虑 到 实 序列 的 离散 傅 里 叶 变 
换 的 实 部 为 循环 偶 序 列 , 所 以 实 的 循环 偶 序 列 的 离散 傅 里 叶 变 换 为 实 的 循环 偶 序 列 。 

(2) 实 的 循环 奇 序列 。 

下 面 研究 实 的 循环 奇 序列 的 离散 傅 里 叶 变 换 。 式 (2. 122) 所 示 的 实 部 Xk(k) 重 写 如 下 : 


N—1 
XE(k) = Dy ra eos RE” (2. 135) 


当 N 为 偶数 时 ,上 式 变 为 
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N/2-1 N=-1 


Xr(k)= 2 TR(N)COS 一 2 XR(N)CcOs 一 2 3 XR(N)COS 一 一 2 

n=1 vy n=N/2+1 N n=N/2 到 
N/2—1 N=-1 

= Dns xa)eos 2 + a(S JeosCnt) (2. 136) 
n=1 N n=N/2+1 N 2 

在 上 式 右 边 第 二 项 中 令 WN n 三 N 一 m, 上 式 变 为 
N/2—1 
Xr(k)= py XR(N)COS 一 4 让 2 ZXR(N—m)cos 2 m) +aa (Fjeoscrt 

=] 

N/2—1 

= >) XR(N)COS 一 4 十 3 XR(N—m)cos 2 十 za (GjeosCnt) 

n=1 m= 


把 上 式 右 边 第 二 项 中 mm 变 回 n 人 


N/2 一 1 


Xr(k) 一 之 ZR(N)COs 一 一 人 十 于 XrR(N—n)cos 二 + (¥ jeosrt) 


N/2 一 1 


= 2) [za + za(N— mJeos SW + zn) cosCnk) (2.137) 
n=1 
考虑 到 zr (n) 为 循环 奇 序列 , 即 对 任意 1 二 nN 一 1 
XR(n) xr((—n)n) XR(N—n), ln<N-—1 (2. 138) 
当 n== N/2 时 , 式 (2. 138) 变 为 zk (N/2) = 二 一 zr (N/2), 所 以 zr (N/2) = 二 0, 结合 
式 (2.137) 有 
Xr(k) 一 0 (2. 139) 


当 N 为 奇数 时 , 同 理 可 得 相同 的 结论 。 

以 上 表明 实 的 循环 奇 序列 的 离散 傅 里 叶 变 换 为 纯 虚 序列 ,考虑 到 实 序列 的 离散 傅 里 叶 
变换 的 虚 部 为 循环 奇 序列 ,所 以 实 的 循环 奇 序列 的 离散 傅 里 叶 变 换 为 纯 虚 的 循环 奇 序列 。 

考虑 到 一 个 实 序列 x(n) 可 以 分 解 为 一 个 实 的 循环 偶 序列 zeem(z) 与 一 个 实 的 循环 奇 
序列 zwa() 之 和 。 由 以 上 分 析 可 知 ,xewn(n) 的 DFT 对 应 于 XCR) 的 实 部 Xk(k) ,zuaCz) 
的 DFT 对 应 于 XCe) 的 虚 部 Xi(k) 乘 以 虚数 单位 j。 实 序列 DFT 的 对 称 性 总 结 为 表 2-1。 


表 2-1 实 序列 的 DFT 的 对 称 性 质 


长 为 N 的 实 序列 N 点 DFT 序列 
ZI(N) 一 Ze (n) t+ zo (n) X(R) 一 XR(CR) 十 j。XTICR) 
| Xr Ck) 

Todd (n) j* Xi1(k) 


X(k)=X" ((—k)N) 
对 称 关系 XR(R) 一 和 X(( 一 RN) 
XICR) 一 一 X(( 一 RN) 


2) 纯 虚 序列 
如 果 序 列 z(z) 为 纯 虚 序列 , 则 其 实 部 zg(z) 为 零 , 则 由 式 (2. 122) 和 式 (2. 123) 得 


N 一 1 2 站 
Xx = nosin Re (2. 140) 
全; 
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N=-1 


Xk) = Dy nmeos Sr (2.141) 


pe 


采用 与 实 序列 相同 的 分 析 方 法 可 得 , 纯 虚 序列 的 离散 侍 里 叶 变 换 为 复 序列 ,其 实 部 
Xk(k) 为 循环 奇 序列 , 虚 部 X1(k) 为 循环 偶 序 列 。 

采用 与 前 面相 同 的 推导 方法 ,很 容易 得 到 , 当 xz(n) 为 纯 虚 的 循环 偶 序列 时 Xk (k) 二 0， 
这 表明 纯 虚 的 循环 偶 序 列 的 DFT 是 纯 虚 序列 。 考 虑 到 纯 虚 序列 的 DFT 的 虚 部 为 循环 偶 序 
列 , 所 以 纯 虚 的 循环 偶 序列 的 DFT 为 纯 虚 的 循环 偶 序 列 。 当 x(n) 为 纯 虚 的 循环 奇 序列 时 
Xi(k) 二 0, 这 表明 纯 虚 的 循环 奇 序列 的 DFT 是 实 序列 。 考 虑 到 纯 虚 序列 的 DFT 的 实 部 为 
循环 奇 序列 ,所 以 纯 虚 的 循环 偶 序 列 的 DFT 为 实 的 循环 奇 序列 。 

记 任 意 序 列 xz(n) 实 部 zg (n) 的 循环 偶 部 分 为 zz)，, 实 部 zk (n) 的 循环 奇 部 分 为 
Zn); 虚 部 x1(n) 的 循环 偶 部 分 为 zi(n) , 虚 部 x1(n) 的 循环 奇 部 分 为 z?(n)。 记 工 (n) 的 离 
散 傅 里 叶 变 换 X CA) 实 部 Xe (CR) 的 循环 偶 部 分 为 XR (k), 实 部 Xr (k) 的 循环 奇 部 分 为 
XRCD); 虚 部 Xi1(k) 的 循环 偶 部 分 为 Xi(k) , 虚 部 Xi(k) 的 循环 奇 部 分 为 XYCR) 。 这 里 上 标 
e 代表 英文 even, 意 为 “ 偶 的 ”"; 上 标 o 代表 英文 odd, 意 为 “ 奇 的 "。 此 即 

Xn) = TRN) 十 ZRC2) + jri(n) jx? n) (2.142) 
X(CR) = XRCR) 十 XRCR) 十 jXYCR) 十 jXY?CR) (2. 143) 
前 述 的 奇偶 虚实 性 可 总 结 如 图 2-4 所 示 。 
xD = 鸡 (n) + RR(n) + jf(n) + j0D 


XA) = 了 OO + XARA) + jxioD + XP 
2-4 离散 傅 里 叶 变 换 的 奇偶 虚实 性 


例 2-4 实 值 序列 zm) 的 8 点 DFT 的 前 5 个 值 为 : {1 十 j,1 一 2j,3 十 2j,4 十 5j,7) ,利用 
DFT 的 奇偶 虚实 性 求 DFT 的 后 3 个 值 ,并 求解 以 下 各 个 序列 的 8 点 DFT: 

(1) z(C(2 一 4)8)5 

(2) zx((—n—4)s); 

(3) z(n)e s,s 

(4) zm Or —n)s)。 

解 : 序列 z(n) 为 实 序列 ,利用 式 (2. 128) 得 其 离散 傅 里 叶 变 换 X(k) 满 足下 式 : 

X(k) = X* ((—k)e) 

因而 有 


X(5) = X*((—5)s) 一 X (3) 一 4 一 5 可 
X(6) = X*((—6)s) 一 X (2) 一 3 一 2 
X(7) = X* ((—7)s) 一 X (1) 一 1 十 2 


ZX(n) 的 8 点 DFT 为 
X(k) 一 {1 十 j,1 一 2j,3 十 2j,4 十 5j,7,4 一 5j,3 一 2j,1 十 2j}， 0 过 有 委 7 
(1) 由 时 域 循环 移 位 性 质 可 得 
DFT 
Xx((n—4)s) <—>X(kWH = X(kWS = (— 1)*X (k) 
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ZX(《n 一 4)s) 的 8 点 DFT 为 
全 十 j, 一 1 十 2j,3 十 2j, 一 4 一 5j,7,4 一 5j, 一 3 十 2j, 一 1 一 2j)) 
(2) 对 实 序列 z(n) ,由 共 轧 对 称 性 可 得 


DFT 
ZX ((—nn) = zx((—n)n) ——X" (k) 
令 vn) 二 xT(《( 一 2)w);, 则 wm) 的 8 点 DFT 为 
V(k) = 二 j1 二 3 一 一 515774 二 3 十 21 二 2 去 
而 vn 十 4) 二 x(( 一 n 一 4)w), 由 时 域 循环 移 位 性 质 可 得 ,vn 十 4)= 二 x(( 一 n 一 4)w) 的 8 点 
DFT 为 V(k)Wa“*==( 一 1)*V(k), 此 即 
V(k) (= 一 1=23 十 2 二 4 一 5j779 一 4 二 3 二 二 1 十 2s 0 二 E 志 7 
(3) 由 频 域 移 位 性 质 ,z(Cz)e ix 的 8 点 DFT 求解 过 程 如 下 : 


x(n)e Wt = zr(n)e Ws et (k— 2)s) 
最 终 得 到 zx(n)e "4 的 8 点 DFT 为 
{3 一 2j,1 十 2j,1 十 j,1 一 2j,3 十 2j,4 十 5j,7,4 一 5j} 

(4) 第 (2) 小 题 已 经 得 到 DFT[z(( 一 n)w)] 二 X" (CR) ,利用 时 域 循环 卷 积 定理 可 得 

Xn)@z(( 一 n)s) 的 8 点 DFT 为 
XE NX" (k) = {2,5,13,41,49,21,13,5} 

例 2-5 已 知 实 序 列 z(n) 和 实 序列 y(n) 的 NN 点 离散 傅 里 叶 变 换 分 别 为 X(k) 和 YY(k)， 
证 明 可 以 通过 计算 序列 >(x) 二 x(n) 十 j*y(m) 的 DFT 来 得 到 X(k) 和 Y(k)。 

证 明 : 考虑 到 xz(n) 和 y(n) 为 实 序列 , 由 xz(n) 二 x(n) 十 j* y(n) 可 知 


Xn) = zr(n) 


yn) = zi(n) 
而 xRC2) 的 NN 点 DFT 为 Zs(R),zi(7) 的 N 点 DFT 为 Z。,(k), 由 此 可 得 


X(k) = Zk) = 于 [Zu 十 Z"(( 一 ANw)] 


Y(k) = Zak) [ZA) Z" ((—k)n)] 


作为 例 2-5 的 一 个 实例 ,考虑 工 (n) 二 {1,2,1,1} 和 y(n) 二 {1,2,2,1), 先 直接 通过 DFT 
定义 式 计算 4 点 离散 傅 里 叶 变 换 X(k) 和 Y(k), 再 通过 例 2-5 的 方法 间接 计算 X(k) 和 
Y(k)。 因 为 W, 二 ei ,所 以 DFT 核 矩 阵 为 


下 ”这 下 1 下 
1 Wi Wi WwW? et j 
we wl 1 -1 1 -1 
1 Wi We Wi® Lt 
4 点 离散 傅 里 叶 变 换 X(k) 组 成 的 向 量 为 

i 5 

X= Dx = jl2|_|=i 

1 -1 1 —1li 1 

1 $= = J 
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业 于 是 到 6 
= = j|| 2 三 业 志 3 
YD 1 1 1llsl | on 
= 一 1 十 j 
复数 样本 xz(n)= 二 zx(n) 十 j* y(n) 组 成 的 向 量 为 
1 十 j 
2 十 2j 
| 于 二 站 
1 十 j 
x(2) 的 4 点 离散 傅 里 叶 变换 Z(k) 组 成 的 向 量 为 
i 下 下 5 十 6j 
i 1 —j 一 1 j 2 十 区 _ | 1 一 当 
和 二 二 | 
1 j 一 1 j 且 1+ij 
Z*(( 一 k)n) 组 成 的 向 量 为 
5 一 6j 
一 1 
一 1 
1 十 3 


通过 上 例 结论 可 以 验证 所 得 结果 与 直接 通过 DFT 定义 式 得 到 的 结果 一 致 。 
例 2-6 定义 NN 点 序列 x(n) 的 循环 共 纯 对 称 部 分 和 循环 共 纯 反对 称 部 分 分 别 为 


Xa(n) = 二 [x +z ((—n)n)J], 0<n<N-1 


Xa(n) 一 二 [zw —zx"((—nn)J, 0<n<N-—1 


ZX(D) 的 NN 点 DFT 为 X(k) 二 XR(k) 十 jX1(k)。 证 明 zc 4) 的 NN 点 DFT 为 Xr(k) ,zaln) 的 
NN 点 DFT 为 jXi(k)。 
证 明 : 显然 由 Xe) 得 到 其 实 部 和 虚 部 分 别 为 


= 圭 [XC) 十 X" CO] 
Xi1(k) = LX) — X"* (6)] 
由 DFT 循环 反 转 特性 可 得 
DFT 
zaln) = 去 [zw 二" (Dw)] 一 讨 [X(k) 十 和 * (ED)] = XrCk) 
1 per 1 
Xa(n) = Lr) —zx*((—n)n)] > ZLX(k) —X* (k)] = jXi(k) 


因此 ,zs(z) 的 N 点 DFT 为 XeC),zs(GD) 的 N 点 DFT 为 jXiCR)。 
复 序列 的 DFT 的 对 称 性 质 如 表 2-2 所 示 。 
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表 2-2 复 序列 的 DFT 的 对 称 性 质 


长 为 N 的 序列 N 点 DFT 序列 
ZX(n)=Zzr(n)tj* xin) XCR) 一 XRCR) 十 j。XICE) 
zx" (n) X* ((—k)n) 
xz" ((—n)n) XH) 
zx((—n)n) X(( 一 EN) 

ZR(n) Xe (k) 
j* zi(n) Xe (CE) 
Ze (n) Xr(k) 
we (n) j* Xi1(k) 


例 2-7 已 知 z(n) 和 y(n) 均 为 N 点 循环 偶 序列 ,构造 一 个 全 新 的 序列 : 
g(n) = WAI(n) + y(n) 
证 明 可 以 通过 求 g(x) 的 N 点 DFT 就 可 以 得 到 xz(x) 和 y(m) 的 DFT。 
证 明 ; 在 g(n) 二 WN%z(n) 十 y(n) 两 边 进行 变换 mn 一 (一 n)w ,可 得 


g((—mn) = WSNrI((—mDN) + yO— nn) (0 
因为 x(n) 和 y(n) 均 为 N 点 偶 循环 序列 ,@ 变 为 
g(( 一 PN) = WN MIN) yn) © 
分 n==0 和 1<n<N 一 1 两 种 情况 很 容易 得 WN8-"N 二 Ww”,@ 变 为 
g((—n)n) = WNZ(n) + y(n) @ 
对 上 式 两 边 取 N 点 DFT 得 
G((—R)n) = XC((k—1)n)+Y(k) @ 
此 即 
Y(k) = G((—Rk)n)— X((k— 1)n) © 
对 g(7) 二 WNz (nn) 十 y(n) 两 边 取 N 点 DFT 得 
G(k) 一 XCR 十 1)w) +Y(k) @ 
此 即 
XCR 十 1)w) = Gk) — Yk) (@) 
首先 由 zxGD2 和 CD) 计算 XCO) 和 Y(O): 
X (0) = Fy) 
a 


Y(0)= Ty 
再 在 @ 和 四 两 边 依 次 令 & 一 1,2,…, 和 一 1, 通 过 递归 依次 得 到 Y(1) 和 XC1) Y(2) 和 X(C2) 
10. 帕 斯 瓦 尔 定理 
设 zG2D2 和 >y(C2) 的 N 点 离散 傅 里 叶 变 换 分 别 为 XC(k) 和 Y(k), 则 有 如 下 帕 斯 瓦 尔 定理 : 


N—1 1 
Dry = LH XA Ck) (2. 144) 
NZ 


n=0 n= 


证 明 : 由 循环 相关 运算 的 定义 ,z(n) 和 y(n) 的 N 点 循环 相关 为 
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N=-1 


ray(n) 一 DrOmny’ Cm—nn), OnN=1 (2.145) 
上 式 两 边 取 "一 0 得 


m=0 


N-—1 N—1 
F530) = PD zy’ (m2>n) = Dr y’ (m) (2. 146) 


m=0 =0 


由 循环 相关 定理 7 (D>X C&D)Y* CR) ,并 由 离散 傅 里 叶 反 变 换 的 定义 得 


N-—1 
Fam) = LI XOAY: (Ke (2.147) 
Neso 
上 式 两 边 取 ”一 0 得 
N—1 
天 (0 = 让 DXOOY" (8) (2. 148) 
k=0 


将 式 (2.148) 和 式 (2. 146) 比 较 , 知 结论 成 立 。 
特别 地 , 当 xz(n) 二 y(n) 时 , 帕 斯 瓦 尔 定理 变 为 


N-!1 


之 


n=0 


2.3 用 DFT 计算 数字 频谱 的 误差 及 解决 方法 


前 面 已 经 讲解 了 四 种 信号 分 析 方法 : 连续 时 间 傅 里 叶 级 数 表示 、 连 续 时 间 傅 里 叶 变 换 、 
离散 时 间 傅 里 叶 级 数 表 示 和 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 , 此 外 还 讲解 了 离散 傅 里 叶 变 换 。 在 实际 
应 用 中 ,原始 信号 可 能 是 模拟 的 连续 信号 ,也 可 能 是 离散 序列 。 为 了 利用 计算 机 或 数字 信号 
处 理 器 (Digital Signal Processor,，DSP) 来 处 理 , 当 然 期 望 信号 是 离散 的 序列 ,其 频谱 亦 是 如 
此 。 离 散 时 间 傅 里 叶 变 换 是 离散 序列 的 傅 里 叶 变 换 , 它 是 连续 谱 , 不 便于 数字 化 处 理 ; 而 离 
散 傅 里 叶 变换 把 离散 的 序列 变换 成 离散 的 频谱 ,这 正 是 所 期 望 的 。 

如 果 原 始 信号 是 连续 的 模拟 信号 x, (7?) ,对 其 进行 等 间隔 采样 (间隔 为 了) 得 到 采样 信号 
zs(i), 则 由 时 域 采样 定理 知 x, (7) 的 频谱 是 zs(1) 频 谱 的 周期 重复 ( 延 拓 )。 为 了 避免 频谱 混 
至 ,要 求 采样 频率 人 不 小 于 信号 最 高 频率 大 的 两 倍 , 即 要 满足 : 凡 二 2 六。 一 般 来 说 ,原始 
信号 是 有 限 长 的 ,所 以 其 频谱 宽度 是 无 限 的 。 在 对 有 限 长 信号 进行 采样 前 先进 行 抗 混 一 滤 
波 以 便 把 幅度 较 小 的 较 高 频谱 成 分 滤 掉 ,这 一 方面 使 得 采样 频率 人 无 须 非常 高 ,另外 一 方 
面 避免 了 频谱 混和 至 。 通 过 对 连续 信号 x, (z+) 进行 采样 就 得 到 了 离散 序列 x(n) 一 zx, (nT)。 

第 二 步 就 是 对 z(n) 进 行 截 短处 理 , 这 是 因为 z(n) 可 能 太 长 不 利于 处 理 。 截 短处 理 在 
时 域 进行 , 它 即 通过 把 x(n) 乘 以 一 个 长 度 为 N 的 窗 函数 w(n) 得 到 有 限 长 序列 xz(n)w(n)。 
Zz(n)w(n) 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 (DTFT) 是 x(n) 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 XX(e*) 与 wm) 的 
离散 时 间 传 里 叶 变换 W(e”) 之 卷 积 (当然 还 要 乘 以 一 个 常 系数 )。 因 为 有 限 长 序列 w(n) 的 
频谱 宽度 是 无 限 的 ,所 以 乘积 x(n)w(n) 的 频谱 也 是 无 限 的 , 即 频 谱 “ 扩 散 ”( 拖 尾 , 展 宽 ) 了 ， 
或 者 说 频谱 “泄漏 "* 了 。 为 了 减 小 频谱 泄漏 ,可 以 采取 两 个 方法 : 其 一 ,增加 窗 函数 的 宽度 ， 
或 者 说 取 更 长 的 数据 ; 其 二 ,采用 性 能 更 优 的 窗 函 数 ,这 些 窗 函 数 具 有 比 和 矩形 窗 旁 辩 小 主因 
窄 的 优点 ,这 必 将 减 小 频谱 泄漏 ,在 第 4 章 中 会 详细 讲解 这 个 问题 。 

作为 实例 ,下 面 考虑 用 和 矩形 窗 函 数 R,(Cz) 对 离散 余弦 序列 cos(won) 进 行 截 短处 理 后 的 


N=!1 
zl) 一方 之 [x | (2. 149) 
n=0 
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频谱 。 截 短 得 到 的 序列 为 cos(wwn)Ri(n)。 图 2-5(a) 给 出 了 cos(nx/3) 的 频谱 ,图 2-5(b) 
为 cos(nx/3) 截 短处 理 后 的 频谱 。 由 图 可 以 清楚 地 看 出 频谱 发 生 了 泄漏 。 


0 2x ® 0 2xr © 


(a) (b) 
2-5 ”cos(nx/3) 的 DTFT 及 截 短处 理 后 的 DTFT 


由 于 zGz)rzo(z) 的 频谱 (离散 时 间 傅 里 叶 变换 ) 依 然 是 连续 的 ,所 以 要 进行 第 三 步 处 理 : 
对 zn)w(n) 的 频谱 进行 离散 化 , 即 等 间隔 采样 得 到 M 个 离散 点 。 与 时 域 的 等 间隔 采样 导 
致 频 域 的 周期 延 拓 相对 偶 , 这 种 频 域 的 等 间隔 采样 就 导致 了 时 域 的 周期 延 拓 。 在 讲解 离散 
傅 里 叶 变 换 的 物理 意义 时 ,已 经 指出 只 要 一 个 周期 内 的 采样 点 数 M 三 N, 则 时 域 信号 不 会 发 
生 混 于 。 

以 下 介绍 两 个 有 关 分 辩 率 的 概念 。“ 频 率 分 辩 率 ”是 指 所 用 的 算法 将 所 分 析 的 时 域 信号 
的 频谱 中 两 个 靠 得 很 近 的 谱 峰 分 辨 开 来 的 能 力 , “频率 分 辨 率 "通常 也 称 为 “物理 频率 分 辨 
率 ”, 以 便 与 “计算 频率 分 辨 率 " 相 区 别 。“ 计 算 频 率 分 辩 率 ”是 指 所 分 析 的 信号 的 离散 频谱 中 
相 邻 点 间 的 频率 间隔 。 

如 果 连 续 信 号 z(t) 的 持续 时 间 为 T, 秒 , 设 其 傅 里 叶 变 换 为 X(jQ) ,那么 XGO) 的 频率 
分 辩 率 为 


Ar = 1/T,(Hz) (2.150) 
我 们 知道 ,长度 为 T, 的 和 矩形 窗 的 傅 里 叶 变换 是 采样 信号 ,其 主 狼 宽度 为 1/T,。 现 在 定义 一 
个 信号 X02) : 在 xz(1) 的 持续 时 间 内 ,z(4) 与 xz(7) 波 形 相同 ; 在 z(t) 的 持续 时 间 外 ,x(7) 为 任 
意 确定 的 波形 。 显 然 z(?) 可 以 看 成 是 与 持续 时 间 与 x(?) 相 同 的 矩形 脉冲 和 xz(7) 之 乘积 ,所 


以 X(Q) 是 Z(1) 的 傅 里 叶 变 换 X(jQ) 与 矩形 脉冲 频谱 之 卷 积 ,这 样 X(jQ) 能 分 开 的 最 小 频 
率 间隔 不 会 超过 1/T,。 

将 z(z) 用 间隔 T, 采样 得 到 z(z) ,采样 频率 为 f. 二 1/T,, 则 总 能 得 到 的 采样 点 数 为 : 
M 二 TT,/T, 二 T,f。。 我 们 知道 ,在 对 xz(n) 进 行 N 点 离散 傅 里 叶 变 换 时 ,只 要 N 三 M。 这 里 
的 计算 频率 分 辨 率 为 


起: 二 站 (2. 151) 
物理 频率 分 辩 率 为 
Af, = 和 (2. 152) 


将 M= 思 大 代入 上 式 , 可 以 看 出 这 里 给 出 的 物理 频率 分 辩 率 与 式 (2. 151) 给 出 的 一 致 ,这 说 
明 不 能 仅 靠 增加 采样 点 数 M 来 提高 物理 频率 分 辩 率 ,这 是 因为 在 信号 的 持续 时 间 T, 保持 
不 变 的 前 提 下 ,采样 点 数 M 增加 , 则 采样 间隔 T, 减 小 ,但 M 与 工 . 两 者 乘积 保持 为 T 
而 不 变 。 
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在 进行 离散 傅 里 叶 变 换 时 ,通过 在 有 效 数据 后 面 补充 一 些 零 来 达到 改善 频谱 的 目的 ,但 
这 并 不 能 提高 算法 的 物理 频率 分 辩 率 ,这 是 因为 物理 频率 分 辩 率 是 由 有 效 的 数据 点 数 M 决 
定 的 。 从 根本 上 说 , 补 零 并 没有 提供 新 的 信息 ,不 能 提高 分 辩 率 就 理所当然 了 。 当 然 这 样 做 
能 提高 算法 的 计算 频率 分 辩 率 。 此 外 补 零 可 以 使 得 总 的 点 数 N 是 2 的 整数 次 宕 ,便于 用 第 
3 章 要 介绍 的 快速 傅 里 叶 变 换 来 高 效 地 计算 离散 傅 里 叶 变 换 。 下 面 说 明 一 个 结论 : 补 零 不 
能 改变 序列 的 离散 时 间 傅 里 叶 变换 ,但 改变 了 序列 的 傅 里 叶 变换 。 记 原始 未 补 零 的 M 点 序 
列 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 为 Xw(e), 补 零 后 的 N 点 序列 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 为 
Xn(e”); 原始 未 补 零 的 M 点 序列 的 M 点 离散 傅 里 叶 变 换 为 Xw(Ce) , 补 零 后 的 N 点 序列 的 
NN 点 离散 傅 里 叶 变换 为 XwC)。 由 离散 时 间 传 里 叶 变换 的 定义 有 


Xw(Ce) 一 Tem = Hem 十 Tem (2.153) 
因为 在 M<nN 一 1 内 (是 补充 的 零点 ,所 以 式 (2. 153) 变 为 
Xn(e”) = Hdem = Xw(en) (2. 154) 
由 离散 傅 里 叶 的 定义 有 本 
Xulk) 一 De (2.155) 
Xk) = Dz er = >)z(o)e Nn (2.156) 
二 = 


显然 Xw(CR) 天 Xv(CR) 。 

我 们 知道 ,zx(n) 的 N 点 离散 傅 里 叶 变 换 XC) 与 zz) 的 离散 时 间 傅 里 叶 变换 在 频率 点 
2xk/N 的 取 值 相等 。 通 过 这 N 个 离散 的 频率 点 处 的 离散 时 间 傅 里 叶 变 换 来 观察 序列 的 频 
谱 , 就 像 通 过 一 个 “栅栏 ”观赏 风景 一 样 , 只 能 在 这 些 离散 的 频率 点 处 看 到 真实 的 景象 ,这 种 
现象 称 为 栅栏 效应 ”。 显 然 如 果 N 足够 大 (如 果 有 效 数据 长 度 M 不 变 , 可 以 通过 补 零 增 大 
N) ,这 些 频 率 点 分 布 得 足够 稠密 , 则 可 减 小 栅栏 效应 。 补 零 可 以 把 原来 由 于 频率 点 错位 而 
被 拦住 的 有 效 频 率 成 分 显现 出 来 ,但 并 不 能 提高 算法 的 物理 频率 分 辨 率 ,或 者 说 原来 分 不 开 
的 两 个 频 峰 , 补 零 后 依然 不 能 分 开 。 

图 2-6 为 序列 补 零 对 DTFT 与 DFT 的 影响 。 图 2-6(a) 为 有 效 长 度 为 M 的 序列 尾部 
补充 了 Ni 一 M 个 零点 ,图 2-6(b) 为 对 应 的 DTFT。 由 式 (2.154) 可 知 , 补 零 后 的 DTFT 与 
没有 补 零 的 DTFT 一 致 ,对 如 图 2-6(b) 所 示 的 DTFT 在 一 个 周期 内 进行 间隔 为 2r/Ni; 等 
间隔 采样 ,采样 点 对 应 的 值 就 是 Ni 点 离散 傅 里 叶 变 换 X,(k) ,如 图 2-6(c) 所 示 。 对 原 序列 
尾部 补充 了 N: 一 M( 其 中 N; 记 Ni) 个 零点 得 到 图 2-6(d) ,图 2-6(e) 为 对 应 的 DTFT, 与 
图 2-6(b) 一 致 。 对 如 图 2-6(e) 所 示 的 DTFT 在 一 个 周期 内 进行 间隔 为 2x/ Ns 等 间隔 采 
样 ,采样 点 对 应 的 值 就 是 N, 点 离散 傅 里 叶 变 换 X,(k) ,如 图 2-6(f) 所 示 。 

在 计算 DFT 时 ,需要 选择 合适 的 采样 点 数 M, 下 面 给 出 具体 的 方法 。 设 X(jQ) 的 截止 
频率 为 f., 这 个 可 以 事先 确定 ,因为 已 知 xz(z) 时 就 可 以 得 到 X(GQ) 及 其 截止 频率 f.。 为 了 
避免 混 释 ,选择 采样 频率 f. 满足 2.5f. 三 f. 三 3.0f.。 若 给 定 频 率 分 辨 率 Af, ,由 式 (2. 152) 
可 得 需要 的 最 少 采样 点 数 M 为 


= fs 
和 (2. 157) 
Afs 
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DTFT 等 间隔 采样 小 
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eo i 
0 Al Nn 0 2r 外 0 NN-lk 
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2-6 ”序列 补 零 对 DTFT 与 DFT 的 影响 


例 2-8 ”对 模拟 信号 进行 离散 数字 谱 分 析 , 现 要 求 谱 分 辩 率 Af, 夺 8Hz, 模 拟 信号 频谱 
的 最 高 截止 频率 f. 二 3kHz。 试 确定 : 最 小 的 信号 采样 时 间 Tw 、 最 大 的 采样 间隔 Te 和 最 
少 的 采样 点 数 M。 
解 : 最 小 的 信号 采样 时 间 Tu 由 谱 分 辩 率 确定 ,由 式 (2. 150) 得 
Tu = 1/Af, = 0. 125s 
最 大 的 采样 间隔 Ts 由 模拟 信号 频谱 的 最 高 截止 频率 决定 ,由 采样 定理 f, = 1/T 二 
2f. 得 


由 式 (2.157) 可 得 最 少 的 采样 点 数 M 为 
四 马克 
M= A 
为 了 利用 第 3 章 介绍 的 快速 傅 里 叶 变 换算 法 , 需 选 采样 点 数 M 为 2 的 整数 次 考 , 故 选取 
M 一 2 一 1024。 


2.4 用 Matlab 实现 离散 健 里 叶 变 换 


本 节 通 过 Matlab 实现 离散 传 里 叶 变 换 。 在 对 连续 信号 进行 DFT 分 析 时 ,首先 要 确定 
所 需 的 采样 点 数 M。 设 待 分 析 的 信号 是 三 个 正弦 波 的 加 权 和 : 
0. 5sin(2r 户 + sin(2xfst) + 1. 5sin(2xfst) (2. 158) 
式 中 有 二 2Hz,f 二 2.1Hz,fs 二 2.5Hz。 三 个 频率 彼此 间 的 最 小 间隔 为 f, 一 拨 二 0.1Hz, 这 
就 是 所 需 的 频率 分 辩 率 A 广 。 采 样 频 率 满足 f. 宇 2f. 二 2f;, 这 里 取 f. 二 6Hz。 由 式 (2.157) 
得 所 需 的 采样 点 数 M 为 


-五 ~_-6_- 
Mi 


Matlab 实现 如 下 。 首 先 定义 实现 离散 傅 里 叶 变 换 的 函数 文件 DFT. m, 程 序 代码 如 下 : 


60 《2. 159) 
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function [Xk] = DFT(xn,N) 


%M 为 待 分 析 信号 的 有 效 长 度 
%N 为 进行 DET 分 析 的 点 数 

g% xm 为 待 分 析 的 原始 序列 

名 对 x 进行 DFT 分析 


M= size(xn, 2); 
x= zeros(1, N); 
if N>M 
for i=1:M 
x(i) = xn(i); 
end 名 如 果 N>M,x 为 对 xn 末尾 补充 N-M 个 零 的 序列 
else 
for i=1:N 
x(i) = xn(i); 


end 名 如 果 N<M, 对 xn 截取 前 N 个 序列 值得 到 x 


n=[0:1:N-1]; 
k=[0:1:N-1]; 
WN= exp( — j * 2 x pi/N); 


N= 200; 多 为 实际 进行 DFT 分 析 的 点 数 , 取 值 可 调 
M= [1:60]; 名 总 共 60 个 采样 点 

fs=6; fs 为 采样 频率 

nt = M/fs; 名 nt 为 采样 时 刻 


fl=2;f2=2.1;f3=2.5; 
xn=0.5x* sin(2x* pixflx*nt)+sin(2*pix*f2xnt)+1.5* sin(2*pixf3*nt); 


Xk = abs(Xk); Xk 为 DFT 的 模 值 


k=1:N; 
wk=k/Nx fs; 名 wk 为 实际 频率 ,NW 个 频率 点 平分 fs 
stem(wk, Xk(k), 'k. '); 

xlabel( 'Hz');ylabel( '|X| '); 


图 2-7 依次 为 采样 得 到 的 离散 序列 的 40、100、150 和 200 点 DFT。 可 以 看 出 , 当 DFT 
的 点 数 比 所 需 的 采样 点 数 少 时 ,算法 的 分 辩 率 不 足以 分 辨 出 所 有 的 频率 分 量 。 
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30 


图 2-7 对 式 (2.158) 所 示 信 号 进行 不 同 点 数 的 DFT 分 析 


2.5 快速 伟 里 叶 变 换 


本 节 讲 解 离散 傅 里 叶 的 快速 一 一 快速 傅 里 叶 变换 (Fast Fourier Trasform, FFT)。 
2010 年 ,美国 田纳西 大 学 计算 机 科学 系 和 橡树 岭 国家 实验 室 的 Jack Dongarra 教授 曾经 
学 术 期 刊 Computing In Science & Engineering 的 专题 介绍 中 ,尝试 把 对 20 世纪 科学 与 工 
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程 发 展 和 实践 影响 最 大 的 十 种 算法 集结 起 来 2 ,而 快速 傅 里 叶 变 换 不 负 众望 位 列 其 中 。 

通过 逐次 分 解 , 把 较 长 点 数 的 离散 傅 里 叶 变 换 分 解 成 较 短 的 离散 傅 里 叶 变 换 ,可 以 大 大 
降低 运算 量 。 这 种 分 解 既 可 以 在 时 域 进行 ,也 可 以 在 频 域 进行 。 此 外 ,本 章 还 讲解 了 利用 快 
速 傅 里 叶 变 换 计算 线性 卷 积 和 相关 函数 。 由 zx(n) 的 NN 点 离散 傅 里 叶 变 换 定义 式 可 以 看 
出 ,为 了 完成 X(k) 的 每 一 个 值 ,需要 计算 N 次 复数 乘法 z(OoWW 各 (2z 一 0,1,…,N 一 1); 然后 
把 这 N 个 乘积 相 加 ,这 需要 N 一 1 次 复数 加 法 ,因此 计算 N 点 离散 傅 里 叶 变换 X (CE) 总 共 需 
要 N? 次 复数 乘法 和 NCN 一 1) 次 复数 加 法 。 当 N 较 大 时 ,运算 量 是 很 大 的 ,例如 当 N= 
1000 时 ,需要 完成 1 000 000 次 复数 乘法 和 999 000 次 复数 加 法 。 可 见 离散 傅 里 叶 变 换 的 计 
算 量 为 N?, 当 NN 较 大 时 ,计算 量 相当 惊人 ,所 以 要 想 办 法 把 较 长 点 数 的 离散 傅 里 叶 变 换 分 
解 为 两 个 较 短 点 数 的 离散 傅 里 叶 变 换 , 进 而 得 到 快速 傅 里 叶 变 换算 法 。 限 于 篇 幅 , 本 章 只 讲 
解 在 时 间 和 频率 进行 基 2 的 分 解 算法 , 即 经 过 一 次 分 解 参与 运算 的 点 数 变 为 原来 的 一 半 , 所 
以 计算 量 大 约 也 可 以 减 半 , 经 过 连续 的 分 解 , 最 后 只 进行 2 点 离散 傅 里 叶 变 换 。 当 然 还 有 很 
多 其 他 的 方法 实现 FFT, 此 处 不 再 袭 述 。 


2.5.1 基 2 时 间 抽 取 的 快速 传 里 叶 变 换 


当 N 为 2 的 整数 次 器 时 ,在 计算 N 点 离散 傅 里 叶 变换 时 ,可 以 按 序列 xz(n) 序 号 的 奇偶 
把 z(z) 分 成 两 个 长 度 均 为 NM2 的 序列 zi (x) 和 zs(n), 即 
Xi(n) = zx(2n), n=0,1,"%,N/2—1 (2.160) 
Xz(n) = zx(2nt1), n=0,1,…,N/2—1 (2.161) 
显然 zi (7) 和 zs (nn) 刚好 取 遍 序列 z(n) 的 N 个 序列 值 。 
由 离散 健 里 叶 变 换 的 定义 得 z(n) 的 N 点 离散 傅 里 叶 变 换 X (k) 为 


N=—1 N/2 一 1 N/2—1 
XR) = Dr We = 2 zr2DWE+ Dr 2 D DWN , 0OC<kS<N-1 
n=0 1=0 1=0 
(2. 162) 
考虑 到 zx1(n) 和 xs(n) 的 定义 式 (2.160) 和 式 (2.161), 式 (2.162) 变 为 
N/2—1 N/2—1 
XK) = DrDWE+ Dz DWSHP, 0O<kS<N-1 (2. 163) 
1=0 1=0 


因为 Wh 二 ewWN 二 e- 蓝 二 Wwys ,所 以 WW 妹 二 (W 和 )* 二 (Wjz)* 二 Ws, 式 (2.163) 变 为 


N/2—1 N/2—1 
XR) = Dr DW 十 WA > za(ODWW ，0 委 二 N 一 1 (2. 164) 
1=0 I, 


显然 上 式 右边 第 一 项 就 是 N/2 点 序列 zx1(n) 的 N/2 点 离散 傅 里 叶 变换 X,(k) ,第 二 项 就 是 
N/2 点 序列 zs(z) 的 N/2 点 离散 傅 里 叶 变 换 X,(k) ,这 样式 (2. 164) 可 写 为 

Xk) = Xi CE) 十 WAXs (ED)，0 生 入 N 一 1 (2.165) 
需要 注意 的 是 ,按照 离散 傅 里 叶 变 换 的 定义 ,Xi(k) 和 X;(k) 中 的 取 值 范围 均 为 : 0 委 人 去 
N/2 一 1, 但 是 由 于 Xi CR) 和 X,(k) 隐 含 着 周期 性 ,所 以 当 N/2 三 k 三 N 一 1 时 ,Xi CR) 和 
Xz(k) 的 取 值 也 可 以 确定 。 


四 英文 原文 为 : We tried to assemble the 10 algorithms with the greatest influence on the development and practice 


of science and engineering in the 20th century。 
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当 0<kN/2 一 1 时 ,直接 按 式 (2. 165) 计 算 XCR) , 即 
Xk) = Xi CE) WAXk), OC<kZN/2—1 (2. 166) 
考虑 到 Xi (k) 和 Xs(k) 为 周期 为 N/2 的 周期 序列 ,所 以 当 N/2 三 k 三 N 一 1 时 ， 
式 (2. 165) 变 为 
X(k) = Xi(k—N/2) + WAX Ek—N/2), N/2<kS<N-1 (2. 167) 
令 & 一 N/2==1, 则 1 的 取 值 范围 为 0 二 /二 N/2 一 1。 将 k=N/2 十 1 代入 式 (2.167) 得 


XCN/2 十 1) = XD+WNKX(D), OZl<N/2—1 (2. 168) 
考虑 到 WN 二 一 1, 式 (2.168) 变 为 

X(N/2+0D) = XD)—WhX(), 0S<li<N/2—1 (2.169) 
把 式 (2.169) 中 的 1 换 回 & 得 

X(N/2+k) = Xi(k)— WhXs(k), 0<kZN/2—1 (2. 170) 

综合 式 (2. 170) 和 式 (2. 166) 可 得 
Xk) = Xk)+WAX Rk), OZkZN/2—1 (C2, 171) 
XN/2+R) = Xk)— WAXsAk), OZkZN/2—1 (2,172) 


这 就 完成 了 N 点 序列 x(n) 的 NN 点 离散 傅 里 叶 变 换 X(k)。 这 表明 为 了 得 到 zz(7) 的 NN 点 离 
散 傅 里 叶 变 换 X(k) ,只 需 先 求 得 Xi1(k) 和 Xs(k), 再 通过 式 (2.171) 和 式 (2.172) 分 别 计算 
X(k) 前 后 各 N/2 个 序列 值 。 式 (2. 171) 和 式 (2. 172) 的 计算 原理 如 图 2-8 所 示 , 显然 
图 2-8(b) 和 图 2-8(a) 等 价 , 而 图 2-8(b) 的 运算 结构 像 蝴 蝶 , 所 以 把 这 种 运算 称 为 “ 蝶 形 


运算 ”。 
EC 
长 本 一 过 4-CB B a | A-CB 
(a) (b) 
图 2-8 基 2 时间 抽 取 FFT 的 蝶 形 运算 


图 2-9 为 采用 蝶 形 运算 对 N=8 点 序列 进行 一 次 时 间 抽 取 计 算 DFT 的 示意 图 。 在 第 
一 次 抽取 (分 解 ) 中 , 蝶 形 运算 的 运算 量 为 : 一 次 复数 乘法 WhXs(k), 两 次 复数 加 ( 减 ) 法 
Xi1(k) 十 WAX2《k) 和 Xi1(k) 一 WhX。(k)。 总 共 需 要 进行 N/2 次 蝶 形 运算 ,所 以 总 的 运算 量 
为 : N/2 次 复数 乘法 和 N 次 复数 加 法 运算 。 为 了 计算 N/2 点 离散 傅 里 叶 变换 Xi CR) 和 
Xs(A) 各 自 需要 的 运算 量 为 : (N/2)’ 次 复数 乘法 和 N/2(N/2 一 1) 次 复数 加 法 。 所 以 经 过 
第 一 次 分 解 , 总 的 运算 量 为 : 

。 复数 乘法 次 数 为 (N/2)*X2 十 N/2=N/2(N 十 1); 

。 复数 加 法 次 数 为 2XN/2(N/2 一 1 十 N==N?/2。 

与 直接 进行 N 点 离散 傅 里 叶 变 换 的 运算 量 相 比 ,经 过 一 次 分 解 后 的 运算 量 差 不 多 降低 


一 半 。 
为 了 计算 Xi1(k) ,同样 按 序号 的 奇偶 把 zi (n) 分 解 成 两 个 长 度 均 为 NM4 的 序列 : 
Xn) = m2n), 下 三 0,1 NA/4 一 1 (2 1 
Tan) = T1222 二 1) n=0,1,,N/4—1 (2.174) 


先 计算 zs (0 和 zz 的 NM4 点 离散 傅 里 叶 变换 XX;(k) 和 X,(k) ,然后 用 蝶 形 算法 即 可 完成 
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x(0) e | 
xX(2) | NI 点 
x(4). -| DFT 
x(6)e P| 
x(1)e 一 
xX(3)。 | NJ2 点 
x(5)e ~ DFT 
x(7)e | 


图 2-9 进行 一 次 时 间 抽取 后 的 信号 流 图 CN 一 8) 
X1(k) 的 计算 : 
Xi(k) = Xk) Wh Xk), OZkZN/A—1 C2, 175) 
X(N/4+Rk) = Xs (Rk) — Wh Xk), OZkZN/A—1 (2. 176) 
用 同样 的 方法 可 以 完成 X,(k) 的 计算 。 图 2-10 为 采用 蝶 形 运算 进行 两 次 时 间 抽 取 完 
成 N=8 点 DFT 的 信号 流 图 。 


Xx(0)。 | N/4 点 XO0) 
x(4) 。 ~ DFT XID) 
2) | NI4 点 X2) 
x(6) ® ~ DFT Xt3) 


De 一 N/4 点 


x(5) e ~ DFT 


We LN 
x(3) e 一 | N/4 点 证 之 me M6) 
n 2 # 
x(7) © =| DFT EN m/f i Va 


图 2-10 进行 二 次 时 间 抽 取 后 的 信号 流 图 CN 一 8) 


当 N 一 2*(CM 为 某 个 正 整数 ) 次 ,这 样 的 分 解 可 以 进行 M 次 。 图 2-11 为 完全 分 解 三 次 
得 到 的 8 点 FFT 信号 流 图 。 每 次 分 解 都 是 把 上 一 次 分 解 得 到 的 序列 按 序号 的 奇偶 分 解 成 
两 个 序列 ,然后 对 每 一 对 序列 进行 蝶 形 运算 。 

下 面 来 计算 M 级 的 总 运算 量 。 由 图 2-9 可 以 看 出 ,每 一 级 都 包含 N/2 个 蝶 形 ,每 个 蝶 
形 需要 1 次 复数 乘法 和 2 次 复数 加 法 ,所 以 总 的 运算 量 为 : 

。 复数 乘法 次 数 为 NM/2 一 NlogN/2; 

。 复数 加 法 次 数 为 NM 一 NlogN。 

前 面 已 指出 直接 计算 N= 二 2 点 DFT 需要 N? 次 复数 乘法 和 NCN 一 1) 次 复数 加 法 ,所 
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以 FFT 相对 于 DFT 的 运算 效率 为 : 
。 复数 乘法 运算 效率 为 
= 
NlogN/2 logN/2 
当 N= 二 2* 时 ,上 式 约 等 于 205; N 二 2+ 时 ,上 式 约 等 于 372。 
。 复数 加 法 运算 效率 为 
N(N—1) _ N=1 
NlogN logN 
当 N= 二 2* 时 ,上 式 约 等 于 102; N 一 22 时 ,上 式 约 等 于 186。 
显然 ,N 越 大 ,FFT 的 运算 效率 越 高 。 


x(0) e 和 
Wh >< 
x(4) e 一 


2-11 时 域 抽取 完全 分 解 得 到 的 8 点 FFT 


2.5.2 基 2 频率 抽取 的 快速 传 里 叶 变换 


当 六 为 2 的 整数 次 寡 时 , 基 2 时 间 抽 取 的 FFT 算法 逐次 将 输入 序列 z(n) 根 据 序号 的 
奇偶 逐次 分 解 成 较 短 的 子 序列 ,完成 XC) 的 计算 , 基 2 频率 抽取 的 FFT 算法 则 将 输出 序列 
X(e) 根 据 序号 的 奇偶 逐次 分 解 成 较 短 的 子 序列 ,直到 不 能 分 解 为 止 。 下 面 先 来 看 基 2 频率 
抽取 的 第 一 次 分 解 过 程 。 


由 离散 傅 里 叶 变 换 的 定义 得 
N=-1 N/2—1 人 一 1 
Xk) = Dz WE = >)zODOW 和 十 >)zODOW 和 ，0 入 二 N 一 1 (2.177) 
| 所 "2 
在 上 式 右 边 第 二 项 中 进行 代 换 : 车 m==n 一 N/2, 则 有 n= 二 mw 十 N/2, 代 入 式 (2.177) 右 侧 第 二 
项 得 
N/2 一 1 N/2—1 
XE)= Dr WE + Dront N/2) Wi" 
| 0 
N/2—1 N/2 一 1 
= Dz WS+ >)zO2 十 NM/2)W4rtV2 ，0 委 二 N 一 1 (2.178) 
n=0 n=0 


以 上 最 后 一 步 把 求 和 的 变量 m 换 回 。 
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考虑 到 WN/ 二 e 加/ 二 6 和 二 (一 1)*, 式 (2.178) 变 为 
N/2—1 


X(k) = EW +E Dt N/2D JW , 0<k<N-1 (2.179) 


=0 


显然 在 区 间 0<w<N/2 一 1 内 x0 对 应 原 序列 的 前 半 部 分 序列 值 ,而 zn 十 N/2) 对 应 原 序 
列 的 后 半 部 分 序列 值 ,为 方便 起 见 


Xi(n) = x(n), 0<n<N/2—1 (2.180) 
ZXz(n) = zn+t+N/2), 0<n<N/2—1 (2.181) 
这 样式 (2. 179) 变 为 
N/2-1 
X(k) = 2 [zi(z) 十 (一 TD) 和 (oOD]W 和 ，0 委 & 委 太一 1 (2. 182) 


从 而 XGA 奇偶 序号 部 分 对 应 的 表达 式 如 下 ， 


X(2l 十 1) = > ) [zi (za) 十 Dz) JWEtD", 0<l<N/2—1 (2.183) 
n=0 


N/2 一 1 


B Dp [z+ Dr(n) Ww, 0<li<N/2—1 (2.184) 
n=0 
考虑 到 
W% = ei 和) = ei( 谣 ) = Wh (2. 185) 
所 以 有 
N/2—1 
X(2l 十 1) = BD [a0) — ze) JWNWE,,, 0<ili<N/2—1 (2.186) 
n=0 
N/2—1 
X(2l) = 2) [zi O00) + zo Cm) IW 0<li<N/2—1 (2.187) 
n=0 
党 
G(CD) = X(2l+1), 0O<i<N/2—1 (2. 188) 
H() = X(21l), 0<il<N/2—1 (2.189) 
并 令 
g(n) = [zn —z nn Wy, OZ<n<N/2—1 (2.190) 
h(n) = zi(n) 二 zn), 0Zn<N/2—1 (C2. 191) 


这 样 经 过 第 一 次 分 解 可 以 得 到 以 下 两 个 N/2 点 DFT: 
N/2—1 
GD = Dg Wh, = DFTLg(m], 0<l<N/2—1 (2. 192) 
N/2—1 
五 (1) = 2 hw 一 = DFT[h(W], 0<l<N/2—1 (2. 193) 
这 就 完成 了 N 点 序列 = 的 N 点 离散 傅 里 叶 变 换 X (CR) 。 这 表明 为 了 得 到 z(z) 的 N 点 离 
散 傅 里 叶 变换 X(k) ,只 需 先 求 得 N/2 点 离散 傅 里 叶 变换 Xi CR) 和 Xz (CR) ,它们 分 别 与 XCR) 
奇数 序号 和 偶数 序号 的 NM2 个 序列 值 对 应 。 由 zi (Cz) 和 zz (2z) 得 到 g(Cz) 和 户 (0 也 可 以 由 
“ 蝶 形 运算 "完成 ,如 图 2-12 所 示 。 
图 2-13 为 采用 蝶 形 运 算 对 原 序列 进行 一 次 频率 抽取 计算 DFT 的 示意 图 。 这 种 分 解 一 
直 进行 下 去 。 把 第 一 分 解 后 蝶 形 运算 得 到 的 两 个 N/2 点 序列 h(n) (0 过 n 志 N/2 一 1) 和 
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mn) 


(nn) 


< 网 
Wi 
~ g(n)=[xi(n)-xa( I 


-1 


图 2-12 基 2 频率 抽取 FFT 的 蝶 形 运算 


8g00D(0nN/2 一 1) 都 分 成 前 后 等 长 的 两 个 序列 。 比 如 把 g(n) (0 三 n 夺 N/2 一 1) 分 解 为 


gi1(n) 和 gn): 


gi(n) = g(n), 0n<N/4—1 
gz2(n) = g(n+N/4), 0<n<N/4—1 
对 gi (n) 和 gs(n) 完 成 蝶 形 运算 得 到 两 个 N/4 点 序列 p(n) 和 gqg(n), 之 后 再 它们 进行 N/4 


点 DFT。 蝶 形 运 算 如 下 : 


pln) = [sg (nz) — gz Cn) Wh, 


gqg(n) = zi(n)+z(n), OZ<n<N/4—1 


一 。X0) 
NA 点 一 一 eX(2) 
DFET eX(4) 
~—eA6) 
etl) 
ND 点 一 一 eX(3) 
DFT ~ Xs) 
办 


2-13 ”进行 一 次 频率 抽取 计算 N 一 8 点 DFT 


0<n<N/4—1 


(2.194) 
(2.195) 


(2.196) 
(2.197) 


图 2-14 为 采用 蝶 形 运算 进行 两 次 频率 抽取 计算 N 二 8 点 DFT 的 信号 流 图 。 与 时 间 抽 
取 算 法 完全 一 致 的 是 , 当 N= 二 2 时 ,这 样 的 分 解 可 以 进行 M 次 。 每 次 分 解 都 是 把 上 一 次 分 
解 得 到 的 序列 前 后 两 半 序列 分 解 成 两 个 序列 ,对 得 到 的 两 个 序列 进行 再 蝶 形 运算 。 全 部 分 
解 完成 后 对 得 到 的 所 有 2 点 序列 进行 2 点 DFT 变换 即 可 。 图 2-15 为 采用 蝶 形 运算 进行 频 
率 抽取 完全 分 解 后 得 到 的 N=8 点 FFT 的 信号 流 图 。 对 照 图 2-11 和 图 2-15, 可 以 看 出 频 


率 抽取 的 运算 量 与 时 间 抽 取 相 同 。 

x(0) | vas | M0) 

x(1) | DFT /we X(4) 
Wh 

zx | LF ed 

xG) 下 一 全 | DFT 上 一 9 

x(4) NM4 点 X01) 

x(5) = | DFT eX 
瑟 (5) 

xg | wa 0) 

x(7) = = | DFT 上 ~。xD7) 


图 2-14 


进行 二 次 频率 抽取 后 的 信号 流 图 CN 一 8) 
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一 =e X(0) 
Wa 
一 ~ ty) 
War2 ~ 
了 =®e \(2) 
Wh LA 
i 一 ee =e X6) 
Wo 一 
二 =e Xl) 
Ww 到。 XG 
一 
1 Wn -1 (5) 
一 i ~ e X(3) 
LA Wh < Wh 
XI) 


2-15 ”频率 抽取 完全 分 解 得 到 的 N 一 8 点 FFT 


2.5.3 离散 传 里 叶 反 变换 的 快速 算法 
利用 离散 傅 里 叶 正 、 反 变换 定义 的 对 称 性 ,借助 FFT 可 以 很 方便 地 实现 离散 傅 里 叶 反 
变换 的 快速 算法 一 一 IFFT(Inverse FFT)。 回 顾 离散 傅 里 叶 反 变换 的 定义 式 : 


N-—1 
z(0) = LD XA WK (2. 198) 
Ni 
对 式 (2. 198) 两 边 取 共 思 e 得 
1 N=-1 二 1 N=-1 
Sr —kn 二 让 xX* kn 
zx* (n) = 信之 XCODW } NX (RD)WN (2. 199) 
此 即 
N=!1 
Nez’(n) = DX (AW (2. 200) 
k=0 
将 式 (2. 200) 与 以 下 离散 全 里 叶 变 换 式 进行 比较 ,有 
N-1 
Xk) = Dz WK (2. 201) 
n=0 


可 以 看 出 , 式 (2. 200) 右 边 即 为 X* (k) 的 DFT( 这 里 时 域 序号 为 &, 频 域 序 号 为 2) 。 这 就 得 
到 了 第 一 种 实现 IFFT 的 方法 ,其 步骤 为 ， 

(1) 对 输入 序列 X(4) 取 共 思 得 到 X7 CA); 

(2) 对 X* (CA) 利 用 FFT 计 算 N 点 DFT; 

(3) 对 前 述 结 果 除 以 N 并 取 巷 即 可 得 X(CR) 的 离散 傅 里 叶 反 变换 x(n)。 

对 离散 傅 里 叶 反 变换 式 右 边 取 两 次 共 思 得 

二 三 (Exewe) 下 = wy} (2. 202) 

上 式 右边 大 括号 内 的 部 分 即 为 X* (&) 的 DEFT( 这 里 时 域 序号 为 &, 频 域 序 号 为 2) 。 这 就 得 
到 了 第 二 种 实现 IFFT 的 方法 ,其 步骤 为 : 

(1) 对 输入 序列 X(k) 取 共 思 得 到 X7 (k); 

(2) 对 X* (8) 利用 FFT 计算 N 点 DFT; 

(3) 对 前 述 结果 取 共 轿 并 除 以 N 即 可 得 X(CR) 的 离散 傅 里 叶 反 变换 x(n)。 

另外 也 可 以 这 样 理解 离散 傅 里 叶 反 变换 式 : 
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N—1 
x(n) = 商 儿 xX (k) (WE)" (2. 203) 


将 式 (2. 203) 与 离散 伟 里 叶 正 变 换 式 比较 可 以 看 出 ,如 果 把 离散 傅 里 叶 正 变换 快速 算法 中 的 旋 
转 因 子 Wy 变换 为 Ww* ,对 最 终 的 结果 乘 以 常 因 子 1/N 即 可 。 这 是 第 三 种 实现 IFFT 的 方法 。 


2.6 快速 侍 里 叶 变 换 的 应 用 


第 1 章 已 经 详细 讲解 了 两 个 有 限 长 序列 的 循环 卷 积 与 线性 卷 积 相等 的 条 件 : 若 两 个 序 
列 的 长 度 分 别 为 Wi 和 M;, 则 两 者 的 循环 卷 积 与 线性 卷 积 相 等 的 充 要 条 件 是 循环 卷 积 的 点 
数 N 三 Mi 十 Mi 一 1。 由 时 域 循环 卷 积 定理 知 ， inten ene 
成 ， teen FFT 完成 ,此 时 需要 常 选 一 个 合适 的 整数 ,满足 : 

六 =2 志 Mi 十 M: 一 1 
式 中 4 是 某 个 整数 。 图 2-16 所 示 为 用 FFT 实现 线性 卷 积 的 原理 框图 。 


1) 尾部 添加 3 
长 度 为 MI N-Mi 个 零 N | 


相 乘 =| N 点 IDFT 一 x(n)xxo(n) 
Xa(n) 尾部 添加 
长 度 为 Mo NM 个 零 [NDFT 


NE=2/ 二 Mi+AMO-1 
其 中 DFT 和 1DFT 通 过 FFT 完 成 


图 2-16 用 FFT 实现 线性 卷 积 


在 很 多 时 候 需 要 计算 一 个 有 限 长 序列 与 一 个 无 限 长 序列 的 线性 卷 积 ,或 一 个 短 的 有 限 
长 序列 与 很 长 的 有 限 长 序列 的 线性 卷 积 。 比 如 ,一段 语音 信号 通过 一 个 有 限 冲 激 响 应 滤波 
器 (FIR) 时 ,线性 时 不 变 系统 的 冲 激 响应 为 短 的 有 限 长 序列 ,而 语音 信号 是 很 长 的 序列 ,这 
时 需要 对 上 述 用 FFT 计算 两 个 有 限 长 序列 的 方法 进行 改进 。 以 下 分 别 介绍 用 以 计算 有 限 
长 序列 与 无 限 长 序列 卷 积 的 重 倒 相 加 法 与 重 倒 保留 法 。 为 不 失 一 般 性 ,以 下 假设 有 限 长 序 
列 h(n) 和 无 限 长 序列 x(n) 的 起 始 序 号 都 是 n= 二 0, 并 设 有 限 长 序列 h(n) 长 度 为 KK。 


2.6.1 用 重 敬 相 加 法 计算 有 限 长 序列 和 无 限 长 序列 的 线性 卷 积 
现在 构造 一 系列 长 度 均 为 N 的 子 序列 zw(z) (m 宇 0) ,使 得 它们 无 缝 地 将 无 限 长 序列 


工 (0) 衔接 起 来 : 


zn+mN), 0<n<N-—1 
Xm(n) 一 | (2. 204) 
0 其 他 


即 z (7) 由 zz() 在 0 三 n 三 N 一 1 内 的 N 个 序列 值 构成 ; zi (7) 由 zw) 在 N 三 n 三 2N 一 1 内 
的 NN 个 序列 值 构成 ; zs() 由 zx(n) 在 2Nn 三 3N 一 1 内 的 NN 个 序列 值 构成 。 更 一 般 地 ， 
Zn(7) 由 工 (7) 在 mNn 和 Gm 十 1)N 一 1 内 的 N 个 序列 值 构 成 。 注 意 到 所 有 子 系列 x, (n) 
序号 的 有 效 范围 范围 都 是 0<n<N 一 1, 所 以 把 zw(Cz) 右 移 mN 得 到 的 序列 zx, (n 一 mNN) 与 
ZI 在 mmN 委 zx 委 (xz 二 1)N 一 1 内 的 部 分 完全 一 致 ,这 表明 zx(n) 可 写 为 
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ZN) = >) zw 一 mN) (2. 205) 


设 子 序列 zw(z) 与 h(n) 的 线性 卷 积 为 w CD) , 则 zn(n 一 mN) 和 有 h(n) 的 线性 卷 积 为 
yn(n 一 mN)。 现 在 计算 x(n) 和 h(n) 的 线性 卷 积 得 
yn)= rn) h(n) 


一 | D0 mn) | *h(n) 


m=0 


sa > [r,tn —mN)*h(n)] 


0 


yn(n—mN) (2. 206) 


NG 


m=0 


对 任意 非 负 整数 mm, 线 性 卷 积 yj, (n) 二 xz, (n) * 有 h(n) 可 以 借助 前 面 介 绍 的 方法 完成 ,只 
要 FFT 和 IFFT 的 点 数 M==2: 宇 N 十 K 一 1(M 和 4 为 某 个 整数 ) 即 可 。 然 后 把 ww (Cz) 右 移 
mN ,把 得 到 的 所 有 结果 相 释 加 即 可 。 用 FFT 实现 重 倒 相 加 法 的 步骤 如 下 : 

(1) 选取 合适 的 整数 N 使 得 存在 整数 M 和 ?4 满足 不 等 式 M 一 2 之 N 十 K 一 1; 

(2) 计算 M 点 FFT: H(k)==FFT[h(m)]; 

(3) 对 任意 m 志 0, 计算 M 点 FFT: X,(k) 二 FFT[z,(n)]; 

(4) 对 任意 三 0, 计 算 乘积 : X,, (k)H(k); 

(5) 对 任意 mm 三 0, 计 算 M 点 IFFT: yn) 二 IFFT[X,(k)H(k)]; 

(6) 最 终 的 线性 卷 积 结果 为 


y(n) 一 > wo 一 mN) 


考虑 到 w (n) 的 长 度 为 MN 十 K 一 1,yw《n 一 mNN) 的 起 始 序 号 为 mN 长度 也 为 M, 所 
以 yan 一 mN) 的 后 M 一 N 个 序列 值 的 序号 与 yw (nn 一 (m 十 1)NN) 的 前 M 一 N 个 序列 值 
的 序号 一 一 相等 ,所 以 在 计算 线性 卷 积 时 需要 对 这 些 序号 对 应 的 序列 值 一 一 进行 重 释 相 加 ， 
所 以 这 种 方法 称 为 重 琶 相 加 法 (Overlap and Add)。 重 又 相 加 法 的 原理 如 图 2-17 所 示 。 


0 


N N N N » 
x -| 
Xo(m) XN) Xn2N) xn-3N) 
hn 上 二 = 
yo(n) 
+ 
N p(n-N) 
JUD 站 
2N Jp(0-2N) 
这 
3N ya(n-3N) 
二 


2-17 重合 相 加 法 的 原理 
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2.6.2 ”用 重 区 保留 法 计算 有 限 长 序列 和 无 限 长 序列 的 线性 卷 积 


现在 介绍 重 倒 保留 法 (Overlap and Save) 的 原理 。 先 将 无 限 长 序列 z(z) 分 成 长 度 为 
N>K 的 前 后 有 开 一 1 个 重 公 点 的 子 序列 zw(Cz) : 


To(2) = {0,0,°%,0,7(0),.… ,X(N—K)} (2.207) 
A A hi 
添加 K 一 1 个 零 
7 二 1 时 
Ws CH) znt+m(N+i+1—K)—(K—1)), 0<n<N-—1 (2. 208) 
可 以 看 出 
Xoln) = {0,0,°%,0,7(0),. ,X(N— K)} (2.209) 
A ps 
添加 K 一 1 个 零 


Zin) = {zx(N—2K+42) ,ez(N— K+1),,z(2N—2K+1)} (2.210) 
和 xzo 后 K 一 1 个 值 重要 
zln) = {z(C2N 一 3K 十 3),…,z(C2N 一 2K 十 2)，z(G3N 一 3K 十 2)} (2.211) 
zC2N 一 3 天 十 3)， 


和 zl 后 K 一 1 个 值 重 枯 


即 子 序列 zw+:Cz) 前 开 一 1 个 序列 值 与 子 序列 zx, (n) 后 K 一 1 个 序列 值 完全 相等 而 形成 
重合 。 

然后 依次 计算 这 些 子 序列 x, (70) 与 h(n) 的 NN 点 循环 卷 积 y(n)= 二 zs(n)Oh(n); 最 后 
将 yo (nn) 前 KK 一 1 个 值 舍弃 ,将 后 N 十 1 一 K 个 值 依次 输出 ,全 部 这 些 输出 值 就 是 x(n) 与 
h(n) 线 性 卷 积 的 结果 。 重 全 保留 法 的 示意 图 如 图 2-18 所 示 。 


0 n 
. 
h(nm) 天 
有 -1 个 零 
ts 区 .| 
| TT re T 
1 LN 本 于 和 1 
| 1 1 
wn EI RE | 1! 
J 1 1 1 1 
1 人 1 
1 1 1 1 
nn) | ET Kl| ! |! 
1 证 本 pn tat 1 
1 Lt 1 1 IN 1 
1 1 “一 
Xn) 【aa | 天 -1 天 -1 
人 
1 ra 1 1 i 1 
X | | 1 1 Jeo0D)=xo0D)QANOD 
1 1 
1 1 1 1 
| 区 1 COD=xIODGNOD 
1 1 1 eget 上 1 
1 到 由 1 由 1 1 1 
1 rl 1 oo 
| w|i 1 | 又 pea)=w(n) Oh(n) 
| 
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图 2-18 重合 保留 法 的 原理 
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重 释 保留 法 的 可 行 性 在 于 式 (1. 148) : 


yD) =yn), M+M—1—N<n<N-1 《2.212) 
这 里 两 个 序列 长 度 分 别 为 Mi 一 K 和 M 一 N, 上 式 变 为 
ye(a) =y(n), K—l<n<N-—1 2. 213) 


考虑 到 zx (nn) 与 h(n) 的 NN 点 循环 卷 积 为 y(n) 二 zx, (nD)@Oh(n) 、z,(n) 与 h(n) 的 线性 卷 积 
为 ym (2) 二 zn(n) x*h(n), 则 有 
3ym(z) = ymn), K—l<<n<N-—1 (2.214) 

重 倒 保留 法 利用 N 点 循环 卷 积 y(n) 与 对 应 的 线性 卷 积 yw (nw) 在 K 一 1 三 nN 一 1 内 相 
等 这 个 事实 ,将 y(n) 在 范围 0<nK 一 2 内 的 K 一 1 个 序列 值 舍弃 ,而 将 其 余 序号 对 应 的 
序列 值 依次 输出 ,所 得 结果 就 是 线性 卷 积 。 

综 上 所 述 ,用 FFT 实现 重 肥 保留 法 的 步骤 如 下 : 

(1) 选取 整数 N 使 得 2 二 NK ,在 xz(n) 的 前 端 插 入 K 一 1 个 零 后 把 新 的 序列 分 成 长 
度 为 N 的 前 后 及 一 1 个 重生 点 的 子 序列 zw(z); 

(2) 计算 N 点 FFT: HG(k)=DFT[h(n)]; 

(3) 对 任意 m 二 0, 计算 N 点 FFT: X,(k) 二 DFT[z,(n)]; 

(4) 对 任意 x 三 0, 计 算 乘积 : X,,(k)H(k); 

(5) 对 任意 m 志 0, 计算 N 点 IFFT: yo Cn) 二 IDFT[X,(k)H(k)]; 

(6) 对 任意 mm 三 0, 将 yo,(n) 前 K 一 1 个 值 舍弃 ,将 后 N 十 1 一 K 个 值 依次 输出 , 即 可 得 
工 (n) 与 h(n) 的 线性 卷 积 。 

循环 卷 积 yw (nn) 最 后 N 十 1 一 K 个 值 与 线性 卷 积 ywm (2) 对 应 序号 的 序列 值 相等 ,这 是 
重 释 保留 法 “保留 ”的 理论 基础 。 但 我 们 尚 需 证 明 保 留 的 这 些 值 刚好 构成 线性 卷 积 序列 值 。 
下 面 对 重 县 保留 法 进行 严格 的 证 明 。 

假设 yo (nw) 后 N 十 1 一 K 个 值 依次 排列 构成 线性 卷 积 y(n) ,或 者 说 , 当 m(N 十 1 一 
K)<n<(N—K)+m(N+1—K),m 宇 0 时 


YLN) 一 yom(2 十 (天 一 1) 一 ma(N 十 1 一 天 )) (2.215) 
则 由 式 (2.215) 和 式 (2. 214) 可 知 下 式 成 立 : 
yn) = ymnt (Ko—1)—m(N—K+i+D)) (2.216) 


反 过 来 说 ,如 果 上 式 成 立 , 则 由 上 式 和 式 (2. 214) 知 式 (2. 215) 成 立 。 以 下 给 出 式 (2. 216) 的 
严谨 证 明 。 

先 证 明 当 m 三 1 时 式 (2.216) 成 立 。 由 线性 卷 积 的 定义 ,可 得 有 限 长 序列 h(n) (0n 壹 
K 一 1) 与 无 限 长 序列 xz(n) 的 线性 卷 积 y(n) 为 


天 一 1 


y(n) = Dzrn— DA) (2. 217) 


由 上 式 可 得 
天 一 1 


玫 ( 人 十 入 (CN 一 下 十 1 一 《下 一 1 Dzrntm(N—K+i+D)—(K—D)— Dna) 


1=0 


(2. 218) 
上 式 右边 即 子 序列 zx, (7) 二 x(n 十 m(N 十 1 一 K) 一 (K 一 1)) 与 h(n) 的 线性 卷 积 y(n) ,所 
以 上 式 可 写 为 
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如 (2 十 (ON 一 开 十 1) 一 ( 开 一 1)) = yn(n) (2. 219) 
此 即 
y(n) 一 ym (Ko—1)—m(N—K++1)) 《2. 220) 
下 面 证 明 当 wm 二 0 时 式 (2. 216) 亦 成 立 。 先 计算 z(Cz) 与 h(n) 线性 卷 积 y(n) 起 始 N 十 
er | 
1 一 K 个 序列 值 .由 线性 卷 积 定义 y(n) = zn) *h(n) = 》)xln 一 Dh(1), 依 此 可 得 


l=0 


y1.(0) = zx(0)h(0) (2. 221) 
yi.(1) = zDDhCO) +r Oh) (2. 222) 
CN—EK) 

天 一 1 
= zx hn) = 2)zCON 一 开 一 DACOD) 
1=0 
=Zz(N— RRO +zrN—K— DAD++zrN+1—2Rh(K—1) 
(2 223) 
由 循环 卷 积 的 定义 ,序列 h(n) (0 过 n 过 K 一 1) 与 序列 zo(n) (0 三 n 夺 N 一 1) 的 N 点 循环 
卷 积 为 
N=—1 
yo(n) 一 Dzo DRCn— Dn) (2. 224) 
1=0 
考虑 到 zo《n) 二 {0,0,…,0,7(0),… ,X(N 一 K)}, 上 式 变 为 
0,0,.*,0 
添加 K 一 1 个 零 
N 一 1 
yon) = >) xzo(COhC(z 一 D)w) (2. 225) 
l=K-—1 
循环 卷 积 后 边 N 十 1 一 K 个 取 值 为 
N=—1 
yoln) = 2D) rolDhlln—Dn), K—-l1<n<N-1l (2. 226) 
l=K-1 

下 面 给 出 循环 卷 积 yo (n) 后 边 N 十 1 一 K 个 值 。 

(1) yo( 开 一 1) 为 
N-—1 
ya(K—1)= 2) zo(DR(K—1—In) 
i=K-1 
N-—1 
= zo(K— Dh(O)+ Dr DAN+K—1—)D) 2,.227) 
l=K 
考虑 到 h(n) 序号 范围 为 0n 过 K 一 1, 上 式 右边 求 和 项 全 部 为 零 , 上 式 变 为 
yo(K—1) = zo(K— Dh(O0) = zx(0)h(O) (2. 228) 


(2) ywo(K) 为 
N-1 


yo(K) = zo(K— Dh()+zro (Kh(O) 十 泥 Zo(Dh(N+K—D) (2. 229) 


1=K+1 
同样 考虑 到 h(n) 序号 范围 为 0 二 n 夺 K 一 1, 上 式 右 边 求 和 项 全 部 为 零 , 上 式 变 为 
Yo (K) = zo (KO— Dh()+zo KRGO) = rz(ORCG) rhO) (2.230) 
(3) 当 K 二 1<n<N 一 2 时 ,可 以 依 上 述 方法 推导 得 到 yw (n)。 
(4) ya CN 一 1) 为 
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N=-1 


yoCN 一 D)= >) zo(DACN—1— Dn) 


I=K-1 
= zoK— DAN—K)+zro (KRCN— Ko—D)+…+zro (No— Dh(O0) 
= zx(ORCN—K)+z(DA(N— KD)+…+zr(N— KAO) (2.231) 
考虑 到 有 h(n) 序号 范围 为 0<nK 一 1, 上 式 变 为 
yo(N—1)=7z(N—2K+DA(K—1D)+…+rN—K— Dh()+zr(N— KhC(O) 
(0.23 

这 样 就 得 到 了 线性 卷 积 y.(n) 起 始 N 十 1 一 K 个 序列 值 与 循环 卷 积 yw (nw) 后 边 N 十 1 一 

K 个 序列 值 的 关系 式 : 
yn) = yon (K—1)), 0O<n<N—K (2.233) 
这 就 证 明了 式 (2.216) 当 m==0 时 也 成 立 。 

重生 保留 法 是 “数字 信号 处 理 ” 课 程 中 用 来 计算 一 个 长 序列 与 一 个 短 序列 的 线性 卷 
积 的 两 种 重要 方法 之 一 , 它 首先 由 长 序列 构造 出 前 后 有 重 倒 的 子 序列 ,然后 用 快速 傅 里 
叶 变 换 计算 这 些 子 序列 与 短 序列 的 线性 卷 积 。 但 当 循环 卷 积 的 点 数 少 于 线性 卷 积 的 长 
度 时 ,两 者 只 有 后 边 一 些 序列 值 相 等 ,这 是 重生 保留 法 的 理论 基础 。 前 面 首先 分 析 了 这 
一 点 ,接着 尝试 证 明了 这 些 保留 下 来 的 序列 值 依 次 输出 的 结果 刚好 就 是 长 序列 与 短 序列 
的 线性 卷 积 结果 。 

在 构造 子 序 列 zo(n) 时 ,在 原始 长 序列 zCz) 起 始 时 刻 之 前 添加 了 开 一 1 个 零 ,这 样 剔除 
Zzo(n) 与 h(n) 循 环 卷 积 前 K 一 1 个 值 而 保留 得 到 的 后 N 十 1 一 K 个 值 刚好 就 是 (7) 与 h(n) 
线性 卷 积 的 起 始 N 十 1 一 K 个 值 。 巧 妙 地 添加 K 一 1 个 零点 ,等 价 于 将 循环 卷 积 的 结果 右 移 
了 K 一 1 个 序号 位 置 ,而 它们 与 对 应 的 线性 卷 积 结 果 一 致 ,这 正 是 输出 yo (nw) 后 N 十 1 一 K 
个 值 的 理论 基础 。 同 样 ,在 构造 子 序列 zx,, (n) (m 宇 1) 时 ,前 后 两 个 子 序列 的 前 后 K 一 1 个 序 
列 值 重 释 ,如 果 不 人 为 地 设计 这 种 重 又 ,只 输出 x,, (nn) 与 hn) 循环 卷 积 后 N 十 1 一 K 个 序列 
值 , 则 会 遗漏 线性 卷 积 的 结果 。 

回顾 有 限 长 序列 h(n) (0 三 n 夺 K 一 1) 和 无 限 长 序列 x(n)(n 三 0) 的 线性 卷 积 : 


oo | 
YL(n) = zn) *h(n) >) zz m)h(m) Dr mh(m) (2.234) 
m=0 


内 一 一 co 


可 以 看 出 ,当头 开始 逐渐 从 0 增 大 到 开 一 1 时 ,上 式 最 右 侧 表达 式 参 与 求 和 的 项 数 逐 渐 从 1 
增 大 到 开 ; 当 n 三 K 后 ,在 相当 长 的 一 段 时 间 内 ,上 式 右边 参与 求 和 的 项 数 一 直 固定 为 h(n) 
的 长 度 玉 , 卷 积 结果 由 这 K 个 求 和 项 之 和 构成 ; 当 无 限 长 序列 zx(z) 最 后 KK 一 1 个 序列 值 输 
入 完成 时 , 式 (2. 234) 最 右 侧 表达 式 参 与 求 和 的 项 数 开始 逐渐 从 减 小 到 1。 用 序号 和 匹配 
法 求解 h(n) 和 zz(m) 的 线性 卷 积 的 过 程 如 图 2-19 所 示 ,无 限 长 输入 序列 xz(7) 终 止 阶段 的 KK 
个 序号 值 依次 写 为 z(K 一 1),…,z(1),z(0)。 无 限 长 输入 序列 z(n) 依 次 与 (0),h(1),…， 
h(K 一 1) 相 乘 , 乘 积 结果 每 行 右 移 一 格 , 最 后 对 这 些 乘 积 项 (对 应 于 线性 卷 积 求 和 运算 中 的 
求 和 项 ) 按 列 相 加 的 结果 就 是 线性 卷 积 的 结果 。 从 图 2-19( 坚 线 右 侧 部 分 ) 可 以 看 出 ,整个 
表格 形成 一 个 平行 四 边 形 ,前 述 特点 一 目 了 然 。 起 始 阶段 或 终止 阶段 得 到 的 天 一 1 个 卷 积 
结果 都 是 因为 没有 充分 嵌入 输入 序列 xz(n) 的 信息 ,所 以 是 不 充分 不 完全 的 ,这 是 线性 卷 积 
的 边界 效应 。 
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乘 10O) |z(0) z(D) … zkK-D) zK)  … xzCOK-D  … zxz0D zx(0) 
乘 h(1) z(0) zDD)  … xzCK-D rzGK  … ZzK-D … xD z(0) 
乘 h(K 一 1) x(0) zDD) … xzCK-D zK)  … x(K—D) zx(1) z(0) 


图 2-19 ”用 序号 和 匹配 法 求 有 限 长 序列 h(n) 和 无 限 长 序列 z(n) 的 线性 卷 积 
由 式 (2.234) 可 知 , 抛 开 起 始 阶段 和 终止 阶段 ,时 刻 的 卷 积 为 


| 
yL(n)= Dron— m)h(m) 


m=0 
= zhO)+zrn— DA rn—K— AhK—1) (2.235) 
这 表明 时 刻 的 线性 卷 积 是 由 时 刻 n 及 之 前 K 一 1 个 时 刻 z(z) 序 列 值 zxCz) ,x(n 一 1),…， 
ZX(n 一 (K 一 1)) 的 加 权 和 (或 者 说 它们 与 h(n) 的 线性 着 积 ) 构 成 。 
对 mm 二 0, 定义 以 下 子 序列 : 
Xnn) = znt+m(N+i+1—K))),m(N+1—K)<n<(N—K)+m(N+1—K) 
(2. 236) 
作为 实例 ,这 里 给 出 前 两 个 子 序列 的 具体 取 值 : 
Zon) = {x0) ,x1) ,X(N—K)}, 0<n<(N—K) 
Zn) = {zrz(N—Ki+D ,rN— K+2),.,r(2N—2K+1))}, 
(N+1—K)<n<(N—K)+(N+1—K) 
这 些 子 序列 有 以 下 特点 : 
(1) 这 些 子 序列 z, (n) 依 次 排列 就 构成 了 输入 序列 z(n) ,此 即 
z(n) = 2),_, Zan) (2. 237) 
(2) 任意 子 序列 z, (n) 的 长 度 都 是 N 十 1 一 K; 
(3) 子 序列 x(n) 的 起 始 序 号 是 m(N 十 1 一 K) ,终止 序号 是 (N 一 K) 十 m(N 十 1 一 K); 
(4) 子 序列 z,(n) 的 序列 值 与 前 文 定义 的 子 序列 xz, (mw) 后 边 N 十 1 一 K 的 序列 值 一 一 对 


(5) 与 xz, (nn) 不 同 ,z, (n) 前 后 序列 值 不 存在 重 释 。 

因此 ,znw) 和 h(n) 的 线性 卷 积 就 可 以 分 解 为 各 个 子 序列 Zz, (n) 与 h(n) 的 线性 卷 积 
yim (nD) 三 Zn (nn) 有 h(n) ,并 且 yi(7) 的 起 始 时 刻 是 z, (1) 的 起 始 时 刻 m(N 十 1 一 K) 与 h(n) 
的 起 始 时 刻 0 之 和 一 一 m(N 十 1 一 K)。 

记 重 释 保 留 法 中 的 子 序列 zx (7) 右 移 m(N 十 1 一 K) 形 成 的 序列 为 2 (n) ,此 即 

nn) = znnm(N+1—K)), m(N+1—K)<n<(N—1)+m(N++1—K) 
(2. 238) 

需要 注意 的 是 ,z, (nm) 的 序列 值 与 2 (nw) 后 N 十 1 一 K 个 序列 值 一 一 对 应 ; 地 (nn) 与 2,(n) 的 
起 始 时 刻 都 是 mCN 十 1 一 K)。 记 Zz, (0) 与 h(n) 的 线性 卷 积 为 y(n) 二 Zz (n) x h(n), 则 线 
性 卷 积 7, (n) 后 N 十 1 一 K 个 序列 值 与 线性 卷 积 yuw (>z) 全 部 序列 值 一 一 对 应 ,而 线性 卷 积 
六 Ca) 后 N 十 1 一 K 个 序列 值 与 循环 卷 积 yw (zz) 二 zt,(n)@h(n) 后 N 十 1 一 K 个 序列 值 一 一 
对 应 ,因此 循环 卷 积 yw (nn) 后 N 十 1 一 K 个 序列 值 依次 输出 结果 就 是 x (n) 与 h(n) 的 线性 卷 
积 。yim(n) 在 起 始 时 刻 m(N 十 1 一 K) 的 序列 值 与 该 时 刻 及 输入 序列 z(n) 之 前 K 一 1 个 时 
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刻 的 序列 值 有 关 ; 而 重 又 保留 法 巧妙 地 将 前 后 子 序列 x, (n) 的 K 一 1 个 序列 值 进行 重生 处 
理 ,足见 其 巧妙 之 处 。 
观察 式 (2. 232) ,为 了 充分 利用 长 序列 z(n) 的 各 个 输入 序列 值 ,右边 求 和 项 中 xz 的 序号 
必须 非 负 ,此 即 
六 一 2K 十 1 过 0 全 六 二 2K 一 1 《2. 239) 
也 可 以 这 样 理解 ,因为 任意 一 个 子 序 列 zw (z) 与 前 后 两 个 子 序列 zw (z) 和 zn+l(Cz) 都 有 
KK 一 1 个 重合 点 ,而 这 些 重生 点 不 交 秋 (或 者 说 这 两 个 长 度 KK 一 1 的 重 全 点 序列 之 间 还 有 一 
定 的 间隔 ) ,所 以 子 序列 的 长 度 
N>2(K— DSEON 二 2K—1 (2.240) 
这 实际 上 给 出 了 各 个 子 序列 的 长 度 N 和 系统 冲 激 响应 h(n) 的 长 度 天 要 满足 的 一 个 隐 性 约 
束 条 件 。 
例 2-9 分 别 用 重 释 相 加 法 和 重 全 保留 法 计算 xz(n)==n 十 2,0 志 n 夺 12 和 有 h(n) 二 {1,2,1) 
的 线性 卷 积 。 用 重 倒 相 加 法 时 子 序列 的 长 度 为 6, 用 重 琶 保留 法 时 子 序列 的 长 度 为 8。 
解 : 先 采用 重 倒 相 加 法 。 将 xz(n) 分 成 长 度 为 6 的 子 序列 : 
Xxon) = {2,3,4,5,6,7} 
Xi1(n) = {8,9,10,11,12,13} 
Zzz2(n) = {14,0,0,0,0,0} 
计算 这 些 子 序列 与 h(n) 的 6 十 3 一 1 二 8 点 循环 卷 积 如 下 : 
Yon) = {2,3,4,5,6,7} @ {1,2,1} = {2,7,12,16,20,24,20,7} 
y(n) = {8,9,10,11,12,13} © {1,2,1} = {8,25,36,40,44,48,38,13} 
y(n) = {14,0,0,0,0,0} @ {1,2,1} = {14,28,14} 
将 以 上 结果 尾部 进行 重 琶 相 加 得 : 
y(n)= yo(C2) 十 yi 一 6) 十 y(2 一 12) 
= {2,7,12,16,20,24,28,32,36,40,44,48,52,41,14} 
上 式 的 具体 计算 见 表 2-3。 线 性 卷 积 结果 中 黑体 部 分 是 重 倒 相 加 的 所 得 。 


表 2-3 重叠 相 加 法 的 计算 


yo (n) 2 7 12 16 20 24|20 7 

y(n—6) 8 25 | 36 40 44 48 |38 13 

3a (7 一 12) 14 28 14 
y(n) 2 7 1]2 16 20 24|28 32|36 40 44 48|52 41 14 


以 下 采用 重 秋 保留 法 计算 。 构 造 子 序列 如 下 : 
on) = O02 D607} 
ZX1(n) = {6,7,8,9,10,11,12,13} 
ZX2(n) = {12,13,14,0,0,0,0,0} 
计算 这 些 子 序列 与 h(n) 的 8 点 循环 卷 积 如 下 : 

yon) = {0,0,2,3,4,5,6,7} © {1,2,1} = {20,7,2,7,12,16,20,24} 

ya) = {6,7,8,9,10,11,12,13} © {1,2,1} = {44,32,28,32,36,40,44,48} 

yz2Cn) = {12,13,14,0,0,0,0,0} @ {1,2,1} = {12,37,52,41,14} 
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舍弃 yo(n) 、y1(n) 和 yn) 前面 2 个 值 ,剩余 的 值 依 次 排列 就 构成 了 所 求 的 线性 卷 积 : 

yn) = x(n) *h(n) = {2,7,12,16,20,24,28,32,36,40,44,48,52,41,14} 
上 式 的 具体 计算 见 表 2-4。 把 yo Cn) 、y1(n) 和 y(n) 最 前 边 2 个 值 舍 去 ,余下 的 依次 输出 就 
是 线性 卷 积 的 结果 。 


表 2-4 重叠 保留 法 的 计算 


2o(z) | 20 7 2 7 12 16 | 20 24 

yn) 44 323|28 32 36 40| 44 48 

y2 (n) 13 37|52|41|14 
y(n) 2 二 l2 16 |20 24|28 32 36 40|44 48|52|41|14 


2.6.3 利用 快速 传 里 叶 变换 计算 相关 函数 
复数 序列 z(n) 和 复数 序列 y(n) 的 线性 相关 定义 如 下 : 


rwy(n) = >) zy Gn—n) (2.241) 

考虑 到 y(z) 为 复数 序列 ,所 以 这 里 取 其 共 恩 y* (nn)。z(n) 和 y(n) 的 线性 相关 与 线性 卷 积 
存在 以 下 关系 式 : 

ry(n) = x(n)*y" (一 1) (2.242) 


证 明 如 下 : 令 wm(o) 一 y( 一 2 ,由 线性 卷 积 的 定义 有 


Xn x*y"(—n)= zn) yr (72) 一 > ITM YT (nO—m) (2. 243) 


考虑 到 y(n) 二 y( 一 和 ,所 以 yi 一 m) 二 ym 一 n) ,将 此 式 代 入 上 式 右边 得 


x(n)*y"(—n)= » Xm)y" (m—n) = ry(n) (2.244) 
以 下 先 假设 xz(n) 的 有 效 序号 范围 为 : 0 三 n 三 Mi 一 1,y(n) 的 有 效 序 号 范围 为 : 一 (M, 一 
1) 三 n 人 0。 由 线性 相关 的 定义 得 ,x(n) 和 y(n) 两 者 的 线性 相关 为 


ray(n) = 2) zxOmy’ 0n—n) (2. 245) 


m=—00 


显然 上 式 右边 求 和 项 xz(m)y* (m 一 n) 不 为 零 的 条 件 为 
1 <m<M—1 


(2.246) 
一 《8 一 时 和 市 一 站 S0 
此 即 
0<m 二 Mi—1 
| (2.247) 
0 过 n—m 三 M,—1 


将 以 上 两 式 两 边 分 别 相 加 得 线性 相关 ~。 (n) 的 有 效 范围 为 
0 入” 过 Mi 十 M: 一 2 (2. 248) 
记 复 数 序列 xz(n) 和 复数 序列 y(n) 的 循环 相关 为 7 (n) , 即 


es 
Fa (nn) = Dr y’ (Cm—n)w) (2. 249) 
< 
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式 中 N 宇 max(Mi ,Mz ); 考虑 到 y(n) 为 复数 序列 ,所 以 这 里 取 其 共 轿 y”(z) 。 很 容易 得 到 
以 下 类 似 于 式 (1. 145) 的 关系 式 : 


Fy(n)=ray(n)+ry(n+N), 0O<n<N—1 2. 250) 
下 面 推导 以 上 结论 。 由 循环 相关 的 定义 得 z(n) 和 y(n) 两 者 的 循环 相关 为 
N-1 N-1 


ray(n) 一 > yzGay Cm—nn) 一 Darn Dy’ (mm 一 2 十 LN)， 0 过 nN—1 


《2. 251) 
式 中 6 为 满足 0m 一 n 十 NN 一 1 的 整数 ,上 式 右边 交换 对 Z 和 wm 的 求 和 次 序 得 


N-!1 
ray(n) = >) Drony’ (mm 一 2 十 CN)， 0<n<N-—1 (2.2502) 


{ m=0 
考虑 到 上 式 右 边 求 和 时 0 二 m 志 N 一 1 和 0 志 n 志 N 一 1, 所 以 
(N—-D)<m—n<N-1 (2. 253) 
显然 使 得 0 三 m 一 n 十 NN 一 1 不 是 空 集 的 整数 4 只 能 为 0 或 者 1。 这 样式 (2.252) 变 为 
N-1 N-1 


Fi = Dry (m 一 7) 十 Dromy* (m—nt+N), 0<n<N-—1 
m=0 m=0 


(2.254) 
考虑 到 z(n) 和 y(n) 的 线性 相关 77,, (nm) 为 


N-1 
rwy(n) = > zy (mm 一 四， 0 委 2 委 Mi 十 M: 一 2 (2255) 


m=0 


比较 以 上 两 式 即 可 得 式 (2. 250)。 

同 线性 卷 积 与 循环 卷 积 的 关系 一 样 , 式 (2. 255) 表 明 只 要 循环 相关 的 点 数 N 三 Mi 十 
AM: 一 1, 则 线性 相关 ~。 (n) 与 循环 相关 7,, (n) 相 等 。 

选择 N==2'/ 宇 Mi 十 Mo 一 1(1 为 某 个 整数 ) ,利用 FFT 计算 线性 相关 的 步 又 如 下 : 

(1) 求 N 点 FFT: X(k)=DFT[z(n)]; 

(2) 求 N 点 FFT:Y" (CD) 一 DFT[y(( 一 zw)]; 

(3) 求 N 点 IFFT: IDFT[X(R)Y* (CR)], 所 得 结果 即 为 + (n)。 

需要 说 明 的 是 ,以 上 假设 z(n) 的 有 效 序 号 范围 为 0<n 三 Mi 一 1,y(n) 的 有 效 序号 范围 
为 一 4M 一 1) 志 n 夸 0。 如 果 z(n) 的 实际 起 始 序 号 为 mn ,y(n) 的 实际 起 始 序 号 为 n,, 则 所 求 
的 线性 相关 值 与 上 述 结果 一 致 ,只 是 起 始 序号 由 0 变 为 一 ns 一 (M 一 1)。 这 是 因为 若 
2zGD) 和 y(n) 两 者 的 线性 相关 为 7 (0z), 则 zz2 一 三 ) 和 >y(C2 一 2) 两 者 的 线性 相关 为 rs。 (2 一 
ni 十 ns)。 


习题 


2-1 证 明 : 


>)W# = N .6(k 一 IN)， 1 为 整数 


n=0 


2-2 FIR 滤波 器 的 冲 激 响应 为 h(n) 二 {3,2,3} ,0 过 n 三 2, 利用 DFT 和 IDFT 间接 计 
算 它 对 输入 工 (7) 二 人 ,2,2,1,3} ,0 三 n 达 4 的 响应 。 提 示 : 首先 需要 确定 DFT 和 IDFT 最 
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小 的 点 数 。 

2-3 已 知 zGoD) 一 {1,2,3,4},0 委 zx 和 3, 分 别 计算 序列 的 4 点 .6 点 16 点 DFT, 分 析 这 
些 结果 的 异同 点 。 

2-4 利用 DFT 的 矩阵 形式 计算 : 

(1) zG0oD) 王 (1,2,3,2},0 和 nz 入 3 的 4 点 DFT; 

(2) xz(n)= 二 {1,2,3,2) ,0 过 n 达 3 的 6 点 DFT; 

(3) xz() 二 {1,2,3,2,3,4),0n<5 的 6 点 DFT。 

2-5 已 知 N 为 某 个 偶 正 整数 ,N 点 实 序列 xz(n) 满 足以 下 对 称 性 : 

zn N/2) =—z(n), n=0,1,.…,N/2—1 

证 明 z(z) 的 离散 传 里 叶 变 换 X(k) 具 有 以 下 性 质 : 

(1) 对 偶 的 正 整数 &, 序 列 频谱 的 偶 次 谐 波 为 零 , 即 X(k) 二 0; 

(2) 通过 计算 序列 z(n) 的 前 N/2 个 序列 值 的 NM2 点 DFT, 就 可 以 得 到 序列 频谱 的 奇 
次 谐 波 。 


2-6” 先 计算 z(n) 二 {1,2,3,2,1,0) ,一 2<n<<3 的 傅 里 叶 变 换 XCen); 再 计算 x(n) = 


{3,2,1,0,1,2) ,0<n<<5 的 6 点 离散 傅 里 叶 变换 XX(k); 分 析 X(e*) 与 X(k) 之 间 存 在 何 种 
关系 。 

2-7 已 知 zx(n)={1,2,3,4) ,0 二 n 过 3 

(1) 计算 序列 的 6 点 离散 传 里 叶 变 换 X(k); 

(2) 若 Y(k) 二 Wi XGO) ,0 三 k 达 5, 求 Y(k) 对 应 的 时 域 序列 y(n); 

(3) 计算 Xr (4) 对 应 的 时 域 序列 ; 

(4) 计算 X1(k) 对 应 的 时 域 序列 。 

2-8 已 知 zCn)={1,2,3,1,5} 和 y(n)=={1,2,2,1,0,0}。 

(1) 直接 通过 DFT 定义 式 计算 6 点 离散 傅 里 叶 变换 X(R) 和 YY(k); 

(2) 构造 一 个 复数 序列 z(7) 二 x(n) 十 j* y(n) ,通过 求 z(n) 的 DFT 间接 计算 X(k) 和 
Y(k), 

2-9 已 知 zx(n)=={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 一 5)},0n 志 9,zx(n) 的 10 点 离散 傅 里 叶 变 换 
为 X(k) ,在 不 直接 计算 得 到 X(CR) 的 情况 下 ,求解 

(1) X(0); 

(2) X(5); 

(3) DD) XR); 


k=0 


9 
(4) De ws Xk); 
k=0 
9 
coy 2 RR 
k=0 
2-10” 实 序列 z(n) 和 实 序列 y(n) 分 别 是 8 点 复 序列 g(n) 的 实 部 和 虚 部 , 即 
gn) 一 工 (2) tj: y(n) 
8(n) 的 8 点 DFT 为 : 
{2 十 3j,4 一 5j,3 一 j,6 十 2j,5j,8 十 3j,13 十 2j,5 一 8j} 
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试 求 z(n) 和 y(n) 的 8 点 DFT。 

2-11 已 知 z(o) 一 22 十 1,0 委 z 委 12 和 h(n)=={1,2,3},0<n<<2。 

(1) 用 重 倒 相 加 法 计算 两 者 的 线性 卷 积 , 子 序列 的 长 度 取 6; 

(2) 用 重 秋 保留 法 计算 两 者 的 线性 卷 积 , 子 序列 的 长 度 取 8; 

(3) 直接 用 线性 卷 积 的 定义 计算 两 者 的 线性 卷 积 。 

2-12 ”如 果 用 重 琶 相 加 法 计算 工 点 长 序列 x (n) 和 点 短 序列 h(n) 的 线性 卷 积 ,那么 
使 得 运算 操作 最 少 的 分 块 长 度 应 该 是 多 少 ? 如 果 用 重 盔 保留 法 计算 ,那么 使 得 运算 操作 最 
少 的 分 块 长 度 又 应 该 是 多 少 呢 ? 


汪汪 这 无 限 长 单位 脉冲 响应 


CHAPTER 3 


滤波 器 的 设计 方法 


本 章 内 容 提要 

本 章 主要 讲解 数字 滤波 器 的 基本 原理 和 无 限 长 单位 脉冲 响应 滤波 器 的 设计 方法 。 数 字 
滤波 器 是 由 乘法 器 、 加 法 器 和 延 时 单元 组 成 的 一 种 算法 或 装置 ,其 作用 是 滤 除 数字 信号 中 不 
需要 的 分 量 ,保留 有 用 的 分 量 。 

设计 一 个 数字 滤波 器 一 般 包 括 下 列 三 个 步骤 ， 

(1) 按照 信号 处 理 的 任务 要 求 , 确 定 滤 波 器 的 性 能 指标 。 这 些 指标 包括 滤波 器 的 通 带 
范围 和 阻 带 范围 、 通 带 波动 以 及 阻 带 最 小 衰减 。 

(2) 用 一 个 因果 稳定 的 离散 线性 时 不 变 系 统 的 系统 函数 去 逼近 待 设计 滤波 器 的 性 能 指 
标 。 根 据 离 散 线性 时 不 变 系 统 单位 脉冲 响应 长 度 的 不 同 , 数 字 滤 波 器 可 以 分 为 无 限 长 单位 
脉冲 响应 (Infinite Impulse Response,IIR) 滤 波 器 和 有 限 长 单位 脉冲 响应 (Finite Impulse 
Response,FIR) 滤 波 器 两 类 。 

(3) 数字 滤波 器 的 实现 ,包括 选择 滤波 器 的 运算 结构 ,确定 运算 和 系数 存储 的 字 长 , 滤 
波 器 的 硬件 实现 等 。 

本 章 和 第 4 章 讨 论 (2) 的 内 容 , 即 根据 给 定 的 性 能 指标 确定 滤波 器 的 系统 函数 。 第 5 章 
讨论 滤波 器 的 实现 技术 。 


3.1 数字 江波 器 的 基本 原理 


数字 滤波 器 是 一 种 离散 线性 时 不 变 系统 ,可 以 用 差分 方程 来 描述 其 输入 xz(n) 和 输出 
y(n) 之 间 的 关系 : 


M N 
yy) = Dbirtn i) — Dayn—i) (3.1) 
i=0 i=1 


其 中 M、N 都 是 整数 , 且 一 般 满足 MS<N; a; 和 b; 分 别 是 延迟 信号 y(n 一 让 和 xz(n 一 让 的 加 
权 系数 。 当 选择 一 组 特定 的 系数 a; 和 6; 后 ,就 可 以 在 输入 序列 z(n) 中 滤 除 不 需要 的 频率 
分 量 ,得 到 输出 序列 >(z) 。 数 字 滤 波 器 设计 的 一 项 重要 工作 就 是 确定 系数 a; 和 。;, 使 得 滤 
波 器 的 频率 响应 瓦 (e" ) 符 合 性 能 指标 的 要 求 。 

在 式 (3. 1) 两 边 取 王 换 , 即 可 得 到 该 数字 滤波 器 的 系统 函数 
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H(z) = 一 二 一 《32 
he a 
该 式 描述 的 系统 称 为 N 阶 数字 滤波 器 。 在 式 (3.2) 中 ,只 有 存在 一 个 a; 隆 0(i>0), 其 对 
应 的 单位 脉冲 响应 h(n) 为 无 限 长 ,这 样 的 系统 就 称 为 无 限 长 单位 脉冲 响应 (IIR) 滤 波 器 ; 
若 对 任意 i>0, 都 有 ai 二 0, 则 其 对 应 的 单位 脉冲 响应 h(n) 为 有 限 长 ,这 样 的 系统 就 称 为 
有 限 长 单位 脉冲 响应 (FIR) 滤 波 器 。 当 a; 二 0(i>0) 时 , 式 (3.1) 可 以 化 为 


y(n) = Por = 一 Paro) (C3.3) 
此 时 差分 方程 就 是 一 种 卷 积 运算 ， 因此 其 单位 脉冲 响应 h(n) 为 
MD) = = 0127sM (3.4) 


h(n) 的 长 度 为 M 十 1。 
3.1.1 理想 滤波 器 


经 典 信号 处 理 中 ,通常 假设 有 用 信号 和 干扰 信号 分 布 在 频谱 的 不 同 频 带 上 。 这 样 在 数 

字 滤 波 器 的 幅 频 响应 中 ,只 要 将 有 用 信号 所 在 频带 的 幅度 设置 为 "1”, 将 干扰 信号 所 在 频带 

的 幅度 设置 为 "0”, 即 可 保留 有 用 信和 号 , 滤 除 干扰 信号 。 幅 频 特 性 是 分 段 常数 的 滤波 器 称 为 

经 典 滤波 器 。 根 据 通 带 的 位 置 不 同 ,如 双 典 数字 滤波 器 可 以 分 为 四 种 基本 美 型， 即 低 通 (Low- 
Pass,LP)、 高 通 (High-Pass, HP) 、 带 通 (Band-Pass, BP) 和 带 阻 (Band-Stop, BS) 滤 波 器 , 它 

们 的 幅 频 特性 如 图 3-1 所 示 。 与 模拟 滤波 器 不 同 ,数字 滤波 器 的 频率 响应 是 以 2x 为 周期 

的 ,图 3-1 只 给 出 了 一 个 周期 内 (一 x 一 x) 的 幅 频 特性 。 设 数字 系统 的 采样 频率 为 f,, 则 数 


字 角 频率 一 + 和 分 别 对 应 一 皮 和 上 , 即 数字 系统 的 最 高 频率 。 而 模拟 滤波 器 的 最 高 频率 
为 无 穷 大 ,例如 ,模拟 低 通 滤波 器 的 通 带 为 [一 2..02.] , 阻 带 为 (一 = ,一 2] 和 [2., 十 c=]。 


Iaeo lM) 

一 -@. 0 oO n 万 一 —Oe 0 ONO 
(a) 低 通 滤波 器 (b) 高 通 滤波 器 
IH(e®™)| IH(e™) 

xr- 0 oO Tn 万 -= | 2 0 OO TO 
(0 带 通 滤波 器 (d) 带 阻 滤波 器 


3-1 理想 数字 滤波 器 的 幅 频 特性 
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3.1.2 实际 滤波 器 


如 图 3-1 所 示 为 理想 滤波 器 ,其 幅 频 特性 存在 jxcioy 
间断 点 (w.,w ,ws) ,这 在 物理 上 是 不 可 实现 的 。 实 
际 滤波 器 的 幅 频 特 性 是 连续 函数 ,在 通 带 和 阻 带 “1 si- 人 
之 间 总 存在 一 个 过 渡 带 , 且 在 通 带 和 阻 带 内 的 幅 
频 响 应 也 不 是 严格 的 *1” 和 *0”, 而 是 有 一 个 波动 
范围 。 图 3-2 是 实际 低 通 数字 滤波 器 的 幅 频 特性 ， 5, 
在 通 带 [0,w.] 和 阻 带 [w,, x] 之 间 存在 过 渡 带 (w.， ”0o 
ur) ,os 和 分 别 是 通 带 和 阻 带 的 边界 角 频 率 (在 | 通 入 | 过 流 管 | 阻 各 | 
不 引起 混淆 的 前 提 下 ,可 以 简称 为 边界 频率 )。 在 ”图 3-2 实际 低 通 数字 滤波 器 的 幅 频 特性 
通 带 内 , 滤波 器 幅 频 响应 的 最 大 波动 值 为 8 , 即 
1 一 6 过 |H(e*)|<1; 在 阻 带 内 ,滤波 器 幅 频 响应 的 最 小 衰减 值 为 5.。 

在 实际 应 用 中 ,一 般 用 通 带 最 大 波动 3 和 阻 带 最 小 衰减 At 来 描述 通 带 和 阻 带 内 幅 频 响 
应 的 波动 范围 。 通 带 最 大 波动 8 定义 为 通 带 内 幅 频 响应 的 最 大 值 1 与 最 小 值 1 一 6, 之 比 的 


pe P| 


SF 上 - 


对 数值 ; 
8 20la (THe 上 =] zole (15) 20lg(1—8) w<w (3.5) 
阻 带 最 小 衰减 At 定义 为 通 带 内 幅 频 响应 最 大 值 1 与 阻 带 内 幅 频 响 应 最 大 值 2 之 比 的 

对 数值 ; 
20le( THe) zolg( 寺 ) p77 (3.6) 


若 不 考虑 数字 滤波 器 的 实现 , 则 IIR 滤波 器 的 设计 就 是 根据 给 定 的 性 能 指标 ,确定 差分 
方程 式 (3. 1) 或 系统 函数 也 (zx) 的 系数 a; 和 0 。 

IIR 滤波 器 的 设计 通常 有 两 类 方法 : 

(1) 根据 模拟 滤波 器 设计 IIR 滤波 器 。 首 先 设 计 一 个 合适 的 模拟 滤波 器 ,然后 再 将 其 
变换 成 满足 给 定性 能 指标 的 数字 滤波 器 。 模 拟 滤波 器 的 设计 方法 已 经 发 展 得 很 成 熟 , 有 简 
单 而 严格 的 设计 公式 ,设计 起 来 既 方 便 又 准确 ,因此 可 以 将 这 些 方 法 推广 到 数字 域 , 作 为 数 
字 滤 波 器 的 设计 工具 。 本 章 主要 讨论 这 类 方法 ,包括 冲 激 响应 不 变法 和 双 线 性 变换 法 。 

(2) 最 优化 设计 方法 。 首 先 确定 一 种 最 优 准 则 ,然后 求 在 此 最 优 准 则 下 的 滤波 器 系数 
a: 和 4;。 常 用 的 最 优 准 则 包括 最 小 均 方 误差 准则 和 最 大 误差 最 小 准则 ,它们 分 别 要 求 设计 
出 的 实际 频 响 幅 度 | 态 (e*)| 与 所 要 求 的 理想 频 响 幅 度 | Ha(e”)| 的 均 方 误差 最 小 和 最 大 误 
差 最 小 。 最 优化 设计 方法 不 需要 模拟 滤波 器 这 个 中 间 环 节 , 因 而 也 称 为 直接 法 。 但 是 ,这 种 
设计 方法 需要 进行 大 量 的 迭代 计算 ,因此 必须 借助 计算 机 进行 设计 。 


3.2 模拟 沪 波 器 的 设计 方法 


模拟 滤波 器 的 设计 不 属于 本 课程 的 范围 ,但 是 IIR 滤波 器 的 设计 要 用 到 模拟 滤波 器 的 
设计 知识 ,因此 这 里 介绍 几 种 常用 的 模拟 滤波 器 设计 方法 。 
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模拟 滤波 器 的 设计 就 是 根据 给 定 的 性 能 指标 确定 模拟 系统 函数 互 .(s) ,使 其 台 近 某 种 
理想 滤波 器 的 系统 函数 。 在 这 种 逼近 中 ,一 般 使 用 模拟 滤波 器 频率 响应 的 幅度 平方 函数 ， 
A(02:) = | H.G0) |? = H.GO)H: (0) 《二 
其 中 0 是 模拟 角 频 率 , H, (jQ) 是 模拟 滤波 器 的 频率 响应 。 因 为 模拟 滤波 器 的 冲 激 响 应 
hs(t) 是 实 函 数 , 所 以 昌 ,(0Q) 满 足 共 轿 对 称 性 : 


H: (j0) = H,(— j0) (3.8) 
所 以 
A(Q’) = H,(0)H,(—j0) (3.9) 
将 上 式 从 :平面 的 虚 轴 延 拓 到 整个 s 平面 , 即 令 * 一 j2, 得 
A(22:) = H.(s)H.,(—s) (3.10) 


在 模拟 滤波 器 设计 中 ,可 以 使 用 巴特 沃 斯 渡 波 器 、 切 比 雪夫 滤波 器 或 椭圆 滤波 器 求 幅度 
平方 函数 A(22: ) ,这 在 本 节 的 后 续 部 分 将 详细 讲述 。 下 面 先 介绍 根据 给 定 的 幅度 平方 函数 
A(02: ) 求 模拟 滤波 器 系统 函数 电 ,(s) 的 方法 。 

在 稳 态 条 件 下 ,*=j2, 则 22 一 一 ,所 以 A(22) 一 A( 一 ?2 ), 即 在 幅度 平方 函数 A(22) 的 
表达 式 中 , 令 2 二 一 #*, 即 可 得 到 A( 一 s*)。 因 为 A( 一 5) 二 HH,(s)H,( 一 s) ,所 以 A( 一 5) 的 
零点 和 极点 一 半 来 自 于 昌 ,(5), 另 一 半 来 自 于 H,( 一 5), 且 A( 一 s*) 的 零点 (或 极点 ) 的 分 布 
关于 实 轴 和 虚 轴 对 称 。 

理论 上 ,可 以 选择 A( 一 s*) 的 对 称 零 点 和 极点 的 任意 一 半 ( 互 为 共 郝 的 一 组 零点 或 极点 
必须 同时 选择 或 不 选 ) ,作为 系统 函数 互 ,(s) 的 零点 和 极点 ,得 到 互 ,(s) 的 表达 式 。 但 是 ,为 
了 保证 系统 的 稳定 性 ,应 选择 A( 一 s*) 在 s 左 半 平 面 上 的 极点 ,作为 日 ,(s) 的 极点 ; 而 零点 
可 以 选择 A( 一 s*) 的 对 称 零 点 的 任意 一 半 。 若 要 求 设计 的 滤波 器 是 最 小 相位 系统 (最 小 相 
位 系统 的 逆 系 统 也 具有 稳定 性 ) , 则 应 选择 A( 一 s*) 在 s 左 半 平面 上 的 零点 ,作为 H,(s) 的 
零点 。 

0 十 


例 3-1 已 知 模拟 滤波 器 的 幅度 平方 函数 A(Q)=$0 


的 系统 函数 H,(s)。 
解 : 令 2 二 一 , 则 幅度 平方 函数 可 以 转化 为 


A 5) 一 $s 十 1 一 (5 十 1)(s 一 1) 
5 十 4 [s 十 (1 二 ijJ[Ls 一 (1 十 ijLs 十 (1 一 j)JLs 一 (1 一 详 ] 


A( 一 ?) 有 两 个 零点 : 一 1 和 1, 有 四 个 极点 : 一 1 十 j、 jms h 
一 1 一 j,1 十 ) 和 1 一 j, 它 们 在 * 平 面 上 的 分 布 如 图 3-3 所 示 。 

在 最 小 相位 条 件 下 ,应 选择 A( 一 s*) 位 于 s 左 半 平 面 上 
的 零点 一 1\ 极 点 一 1 十 j 和 一 1 一 j, 作 为 模拟 滤波 器 系统 函 
数 互 ,(s) 的 零点 和 极点 ,因此 得 

Fm 三 |! | 

[十 (1 十 ij)]jLs 十 (1 一 十 2 十 2 

模拟 滤波 器 设计 就 是 根据 给 定 的 性 能 指标 , 求 滤波 器 2 总 国 
的 系统 函数 也 ,(s) 的 过 程 。 滤 波 器 的 性 能 指标 包括 通 带 边 
界 频 率 Q.( 单 位 : rad/s)、 阻 带 边 界 频率 Q,( 单 位: rad/s)、 图 3-3 A( 一 s*) 的 零 极 点 分 布 


地, 求 最 小 相位 条 件 下 该 滤波 各 


| 
S 


Ht) 


————--9--—-—x 
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通 带 波动 8( 单 位 : dB) 和 阻 带 最 小 衰减 At( 单 位 : dB) 。 
3.2.1 巴特 沃 斯 滤波 器 
巴特 沃 斯 滤波 器 (Butterworth Filter) 是 最 常用 的 模拟 滤波 器 , 它 具有 通 带 最 大 平坦 的 
幅 频 特性 , 且 频 率 响应 的 幅度 随 着 频率 的 升 高 而 单调 下 降 。 巴 特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 幅度 平 
方 函 数 可 以 表示 为 
1 


En 癌 


A(Q) = | 万 (2) |’ = (3.11) 


其 中 ,0, 是 滤波 器 的 边界 频率 ,整数 N 是 滤波 器 的 阶 数 。 当 0 一 0, 时 ,A(CO2) 一 二, 所 以 


罕 ~ 一 3, 即 在 0, 处, 幅 频 响应 | H.GjD) | 衰减 


3dB, 因 此 2, 也 称 为 滤波 器 的 3dB 边界 频率 。 如 果 规 定 滤波 器 的 通 带 波动 为 3dB, 那 么 0， 
就 是 滤波 器 的 通 带 边界 频率 。 

图 3-4 给 出 了 不 同 阶 数 时 巴特 沃 斯 滤波 器 的 幅度 平方 函数 ,其 中 Q. 和 Q, 分 别 表示 滤 
波 器 的 通 带 和 阻 带 边界 频率 。 滤 波 器 的 阶 数 N 越 大 , 通 带 的 平坦 性 就 越 好 , 阻 带 的 衰减 就 
越 大 ,过 渡 带 也 越 陡 。 在 过 渡 带 内 , 阶 数 为 N 的 巴特 沃 斯 滤波 器 的 幅 频 响应 趋 于 一 6NdB/ 
倍 频 程 的 渐 近 线 。 在 滤波 器 设计 时 ,通常 根据 此 规律 确定 巴特 沃 斯 滤波 器 的 阶 数 。 

令 2 二 一 #*, 则 幅度 平方 函数 可 以 转化 为 


A(—s) = H,(s). H,(—s) = 一 (3.12) 


|H, (0)| 一 准 , 从 而 20lg| H,(jQ)|=20lg 


令 1 十 [ 访 】 一 0, 可 以 得 到 幅度 平方 丽 数 的 极点 ， 


2hnts 


5 二 (一 DD 汪 (j0,) = eoi0, = 6( 和 MT)0,, k=0,1,2,…%…,2N—1 
(3.13) 
因此 ,巴特 沃 斯 滤波 器 的 幅度 平方 函数 A( 一 2) 有 2N 个 极点 ,它们 等 角度 地 分 布 在 |s| = 二 0， 
的 圆周 上 。 图 3-5 是 三 阶 巴特 沃 斯 滤波 器 的 极点 分 布 , 相 邻 极 点 之 间 的 幅 角 相差 60°。 


jlm[s] h 
1 


TREE 


oy 


图 3-4 巴特 沃 斯 滤波 器 的 幅度 平方 函数 图 3-5 三 阶 巴特 沃 斯 滤波 器 的 极点 分 布 
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下 面 推导 三 阶 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 系统 函数 H,(s)。 

三 阶 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 A( 一 s*) 有 6 个 极点 ,其 中 位 于 s 左 半 平面 的 三 个 极点 分 别 
是 sw 一 0, ,sn 一 "0, 一 一 0, 和 sw 一 es0, 一 e 音 0,。 选 择 sw .sm 和 se 作为 滤波 器 系统 函 
数 玉 ,(s) 的 极点 , 即 可 得 到 


03 


趟 K 坟 (3.14) 
(5 一 el0.)( 十 0.)(s 一 30.) 
其 中 ,分 子 2; 的 作用 是 使 昌 ,(0) 一 1。 令 5 一 产 ; 则 式 (3. 14) 可 以 转化 为 
H.(si) ax 1 2 3 2 (3.15) 
(一 as)( 十 1)( —es) 5 十 23 十 23 十 1 
其 中 ,HH,(si) 是 三 阶 巴 特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 归 一 化 系统 函数 。 
同 理 ,可 以 得 到 一 阶 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 归 一 化 系统 函数 : 
| 
H,(s) = 林寺 (3. 16) 
和 二 阶 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 归 一 化 系统 函数 : 
1 
H,.(s) 三 一 一 一 一 一 一 《3.17) 
+n tl 


例 3-2 已 知 巴 特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 通 带 边界 频率 Q. 二 1000rad/s, 阻 带 边 界 频率 0 一 
4000rad/s, 通 带 波动 3 二 3dB, 阻 带 最 小 衰减 At 二 30dB, 求 该 滤波 器 的 系统 函数 H,(s)。 
解 : 因为 巴特 沃 斯 滤波 器 在 过 渡 带 内 的 幅 频 响应 每 倍 频 程 衰减 约 6NdB, 所 以 


4000 
1000 


解 得 N 宇 3, 因 此 选择 三 阶 巴 特 沃 斯 滤波 器 。 
三 阶 巴 特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 归 一 化 系统 函数 为 
1 


6N log， > 


Hl i 
因为 滤波 器 的 通 带 波动 为 3dB, 所 以 ,一 Q. 二 1000, 从 而 5 三 宇 00 下 填 
L 10° 
Ws) ( 5 ] +2( 5 ) +2( 5 + s 二 2X10。5 十 2X10° 。s 十 10? 
1000/ 1000 1000 


在 例 3-2 中 ,因为 滤波 器 的 通 带 波动 正好 是 3dB, 所 以 其 3dB 边界 频率 Q, 等 于 通 带 边 
界 频 率 Q.。 如 果 滤 波 器 的 通 带 波动 小 于 3dB, 那 么 其 3dB 边界 频率 Q, 位 于 通 带 边界 频率 
QQ。 和 阻 带 边界 频率 0, 之 间 。 此 时 可 以 根据 过 渡 带 内 幅 频 响应 每 倍 频 程 衰减 约 6NdB 的 规 
律 近似 估计 2, 的 值 。 

由 于 在 滤波 器 的 设计 步骤 中 存在 多 次 近似 ,所 以 得 到 的 系统 函数 电 ,(s) 不 一 定 符合 
性 能 指标 的 要 求 , 因 此 还 要 检查 瓦 .(s) 的 频率 响应 是 否 符合 要 求 。 如 果 通 带 波动 过 大 或 
阻 带 最 小 衰减 不 足 ,那么 可 以 增 大 阶 数 N 的 值 ,重新 设计 ,直到 符合 性 能 指标 的 要 求 
为 止 。 

例 3-3 已 知 巴 特 沃 斯 高 通 滤波 器 的 通 带 边界 频率 Q. 二 2000rad/s, 阻 带 边界 频率 
Q. 二 1000rad/s; 通 带 波动 $= 3dB, 阻 带 最 小 训 减 At= 12dB, 求 该 滤波 器 的 系统 
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函数 H,(s)。 
解 : 式 (3.11) 是 巴特 沃 斯 低 通 滤 波 器 的 幅度 平方 函数 ,而 本 题 设计 的 是 高 通 滤波 器 , 因 
此 不 能 直接 使 用 式 (3. 11) 求 系统 函数 。 但 是 ,可 以 先 通过 某 种 平面 变换 v 一 F(s) ,将 高 通 滤 
波 器 互 .(s) 的 性 能 指标 转换 为 低 通 滤波 器 态 ,(v) 的 性 能 指标 ; 然后 ,根据 式 (3. 11) ,设计 低 
通 滤波 器 电 ,(v); 最 后 ,通过 平面 变换 v 一 F(Cs) ,将 电 ,(v) 转 换 为 H,(s)。 
从 vv 平 面 到 ;平面 的 高 通 变 换 可 以 使 用 如 下 变换 关系 : 
QQ, 
s 
令 :=j9,o=j9, 则 可 以 得 到 虚 轴 上 的 频率 变换 关系 : 
0 
因此 ,9.= 一 2.= 一 1000rad/s,9,.= 一 0.= 一 2000rad/s。 
因为 滤波 器 的 通 带 波动 为 3dB, 阻 带 最 小 衰减 为 12dB, 所 以 


2000 
J < 
1000 一 I 


解 得 N 三 2, 因 此 选择 二 阶 巴特 沃 斯 滤波 器 。 
因为 滤波 器 的 通 带 波动 为 3dB, 所 以 9, 二 9. 二 1000。 
因为 二 阶 巴 特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 归 一 化 系统 函数 为 


H.(s) = 


6N log; 


1 
5 二 V2s1 二 1 
所 以 低 通 滤波 器 的 系统 函数 为 
H,(v) 


1 
2 
vU kK 
(zi) 十 .2 1000 十 1 


QQ < X10° 1 
将 zi 全 2000X1000 2 1 代入 上 式 ,得 
2 2 


s pn 5 
2X Io Y 2X10 ，， s 十 2828.4s 十 4000000 
( 1000 ) +tY2 oo00 sts 


在 Matlab 中 ,可 以 用 buttord 和 butter 函数 设计 巴特 沃 斯 滤波 器 。 前 者 用 于 求 滤波 器 
的 阶 数 和 3dB 边界 频率 ,后 者 用 于 求 滤波 器 的 系数 或 零 极 点 。 
首先 求 巴特 沃 斯 滤波 器 的 阶 数 N 和 3dB 边界 角 频 率 Wn: 


[N, Wn] = buttord(Wp, Ws, Rp, Rs, 's') 


其 中 ,Rp 和 Rs 分 别 为 通 带 波动 8 和 阻 带 最 小 衰减 At, 单 位 均 为 dB; 's' 表 示 模 拟 滤波 器 设 
计 , 如 无 此 参数 , 则 表示 数字 滤波 器 设计 ;， Wp 和 Ws 分 别 表示 通 带 边界 角 频 率 Q. 和 阻 带 边 
界 角 频率 Q. ,其 值 为 标量 ( 低 通 和 高 通 滤波 器 ) 或 二 维 向 量 ( 带 通 和 带 阻 滤波 器 )。 如 果 设 计 
的 是 低 通 或 高 通 滤波 器 ,那么 滤波 器 的 阶 数 就 是 N; 如 果 设 计 的 是 带 通 或 带 阻 滤波 器 ,那么 
滤波 器 的 阶 数 是 2N。 

巴特 沃 斯 滤波 器 的 类 型 由 Wp 和 Ws 的 值 决定 ,它们 的 关系 如 表 3-1 所 示 。 


五 .(s) 
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表 3-1 滤波 器 的 类 型 与 Wp、Ws 的 关系 


滤波 器 类 型 WP 与 Ws 的 关系 通 带 阻 带 
低 通 Wp=Ws (0,Wp) (Ws, 十 co) 
高 通 Wp>Ws (Wp, 十 cc) (0, Ws) 
带 通 Wsi=Wpi=Wp:=Ws; (Wpi, Wp:) (0,Wsi),(Wsz ,十 co) 
带 阻 Wp <Ws<Ws:<Wp: | (0,Wp),(Wp: ,十 co) (Wsi, Ws:) 


然后 ,根据 求 得 的 N 和 Wn 求 滤波 器 的 系数 或 零 极 点 : 


[b, a] = butter(N, Wn, 'ftype', 's') 
[z, p, k] = butter(N, Wn, 'ftype', 's') 
其 中 ,'s' 表 示 模 拟 滤 波 器 设计 ; 'ftype' 指 定 滤 波 器 类 型 ,其 值 与 滤波 器 类 型 的 关系 如 表 3-2 
所 示 。 当 'ftype' 省 略 时 ,表示 设计 的 是 低 通 或 带 通 滤 波 器 ,这 两 种 滤波 器 通过 3dB 边界 频率 
Wn 的 数据 类 型 来 区 分 ; 当 设 计 的 是 高 通 或 带 阻 滤波 器 时 ,必须 用 'high' 或 'stop' 指 明 滤 波 器 
的 类 型 。 
表 3-2 滤波 器 的 类 型 与 'ftype' 的 关系 


"ftype' Wn 类 型 滤波 器 类 型 
省 略 或 'low' 标量 低 通 滤波 器 
省 略 或 "bandpass' 二 维 向 量 带 通 滤波 器 
‘high' 标量 高 通 滤波 器 
'stop’ 二 维 向 量 带 阻 滤波 器 


输出 参数 和 a 分 别 是 系统 函数 分 子 和 分 母 多 项 式 的 系数 ; z、p 和 分 别 是 系统 函数 
的 零点 向 量 、 极 点 向 量 和 增益 (标量 ) 。 因 为 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 没有 零点 ,所 以 输出 参数 < 
实际 上 是 一 个 空 向 量 ,输出 参数 与 系统 函数 HH(s) 的 关系 如 下 : 
bs* 十 bas 十 … 十 bys 十 bar k 
SN 十 ass 十 … 十 avs 十 aNH (s— pn)(s—= pea)"(s— pH) 
其 中 ,6b; 和 a; 分 别 表示 和 和 wa 的 第 i 个 元 素 ; p; 分 别 表示 p 的 第 i 个 元 素 , 即 系统 函数 
五 Cs) 的 第 ;个 极点 。 值 得 注意 的 是 ,对 高 通 、 带 通 和 带 阻 滤波 器 ,输出 参数 x 不 是 空 向 量 , 因 
而 式 (3. 18) 需 要 改 为 
Di 十 pasv 十 … 十 bs 十 bn _ k(s— 2)(s— z2)*(s— zn) 
SN 十 azsN-1 十 … 十 ans 十 aNhH (s— Pn)(s— pa)°(s— pn) 

例 3-4 用 Matlab 设计 一 个 巴特 沃 斯 高 通 滤波 器 ,其 性 能 指标 如 下 : 通 带 边界 频率 
了 .二 4000Hz, 阻 带 边 界 频 率 f., 二 2000Hz, 通 带 波动 6 二 1dB, 阻 带 最 小 衰减 At 一 20dB, 求 该 
滤波 器 的 系统 函数 态 (s) ,并 画 出 滤波 器 的 幅 频 特性 。 

解 : 本 题 的 Matlab 程序 如 下 : 

clear; 名 清除 Matlab 工作 空间 中 的 所 有 变量 

fp= 4000; 

fr = 2000; 

Wp=2*pixfp; 


H(s) (3.18) 


H(s) 


(3.19) 


Ws=2x*pixfr; 
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Rp=1; 

Rs= 20; 

[N Wn] = buttord(Wp, Ws, Rp, Rs, 's'); 
[ba] = butter(N, Wn, ‘high', 's'); 


w= 0:20:12000 * pi; 名 模拟 角 频 率 的 范围 是 0 一 12000r 

h= freqs(b, a, w); 名 求 模拟 滤波 器 的 频率 响应 

figure; % 作 一 个 空 图 

plot(w/(2* pi),20x log10(abs(h))); s% 以 线性 频率 为 x 轴 , 频 响 幅 度 的 对 数值 为 y 轴 作 图 

axis([0 6000 — 50 0]); 名 设置 坐标 轴 的 取 值 范围 

grid; % 在 图 中 设置 网 格 

xlabel( ' 频 率 /Hz'); 名 设置 x 轴 名 称 

Ylabel( ' 幅 度 /dB'); 名 设置 y 轴 名 称 

由 程序 运行 的 结果 可 知 ,N=5, 因 此 该 程序 生成 的 是 一 个 五 阶 巴特 沃 斯 带 通 滤波 器 ,其 
系统 函数 为 

5 

H(s) = 2 


号 十 1.025 X 104% 十 5.250 X10's 十 1.663 X10"s 十 3.254 X 104s 十 3.184 X10™ 
因为 在 高 通 滤波 器 的 设计 过 程 中 ,存在 频率 的 倒数 变换 ,所 以 该 高 通 滤波 器 在 原点 处 存在 一 
个 五 阶 零点 。 
该 滤波 器 的 幅 频 特性 如 图 3-6 所 示 , 从 图 中 可 以 看 出 该 滤波 器 在 通 带 边界 频率 4000Hz 
处 的 衰减 值 约 为 14B, 在 阻 带 边界 频率 2000Hz 处 的 衰减 值 为 20dB, 因 此 所 设计 的 滤波 器 符 
合 性 能 指标 的 要 求 。 


度 /dB 
出 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
| 
1 
| 
1 
| 
1 
1 
1 
1 
1 
| 
1 
1 
1 
| 
1 
1 
1 
1 
| 
1 
1 
1 
1 
1 


幅 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


4-+ 一 -| 


图 3-6 五 阶 巴 特 沃 斯 高 通 滤波 器 的 幅 频 特性 


3.2.2 切 比 雪夫 滤波 器 

切 比 雪夫 滤波 器 (Chebyshev Filter) 是 一 种 幅 频 响应 在 通 带 或 阻 带 上 等 波纹 波动 的 滤 
波 器 。 它 在 过 渡 带 上 的 衰减 比 巴特 沃 斯 带 通 滤波 器 更 快 ,因而 在 同等 性 能 指标 下 , 它 的 阶 数 
更 低 。 但 其 在 通 带 或 阻 带 内 存在 幅度 波动 , 幅 频 特性 的 平坦 性 没有 巴特 沃 斯 带 通 滤波 器 好 。 

根据 波动 频段 的 不 同 ,可 以 将 切 比 雪夫 滤波 器 分 为 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 和 切 比 雪夫 
[型 滤波 器 。 前 者 的 幅 频 响应 在 通 带 是 等 波纹 波动 的 ,在 阻 带 是 递减 的 ; 后 者 幅 频 响应 在 
通 带 是 递减 的 ,在 阻 带 是 等 波纹 波动 的 。 切 比 雪 夫 工 型 滤波 器 的 幅度 平方 函数 为 


第 3 章 “无 限 长 单位 脉冲 响应 滤波 器 的 设计 方法 | 119 


二 [HG = ~ (3. 20) 
1+evs( 显 | 
其 中 ,Q. 为 通 带 边界 频率 ; e 为 小 于 1 的 正 数 ,是 与 通 带 波纹 有 关 的 参数 ,e 越 大 通 带 波动 越 
大 ; Vn (zx) 是 N 阶 切 比 雪夫 多 项 式 ，: 


cos(Narccosz) Izl 志 1 
Vn(zx) = (3.21) 
cosh(Narccoshz) |zxz|>1 


由 式 (3.21) 可 知 , 当 |z| 二 1, 即 1Q|<Q. 时 ,IVn(z)| 二 1, 因 此 在 通 带 范围 内 ,幅度 平方 
丽 数 A(O7) 在 1 与 [之 间 波动 ; 当 |z|>1, 即 19|>9. 时 , 随 着 19| 的 增 大 ,1VwCz)1 迅 
速 增加 ,A(Q? ) 就 迅速 趋 于 零 。 

切 比 雪 夫 | 型 滤波 器 的 幅度 平方 函数 如 图 3-7 所 示 , 其 中 方 是 滤波 器 在 阻 带 边界 频率 
处 的 幅 频 响应 。 当 N 为 奇数 时 ,A (Qi) 在 Q=0 处 取 通 带 的 最 大 值 1; 当 N 为 偶数 时 ， 
A(Q) 在 Q=0 处 取 通 带 的 最 小 值 了 5。 

切 比 雪夫 滤波 器 的 参数 es 由 通 带 波动 6 决定 。 对 比 图 3-7 的 幅度 平方 函数 和 图 3-2 的 
幅度 函数 ,可 知 


1 二 
二 (C3522) 
将 式 (3.22) 代 人 式 (3.5) ,得 
1 2 
6 20lg(1—6) l0lg 厅 一 训 下 一 10lgG1 十) 2 
将 (3. 23) 改 写 为 指数 形式 , 即 可 得 到 参数 e 的 计算 公式 : 
ez 二 10 一 1 C2 


0 D0 DO: 全 
(a) 为 奇数 (b) 入 为 偶数 


图 3-7 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 的 幅度 平方 函数 
滤波 器 的 阶 数 N 越 大 ,过 渡 带 就 越 窗 , 阻 带 最 小 衰减 也 越 大 ,频率 响应 的 通 近 特性 就 越 


好 ,但 是 滤波 器 的 结构 就 越 复杂 。 因 此 在 实际 应 用 中 总 是 选择 正好 符合 或 略 大 于 最 小 阻 带 
衰减 的 N 值 。 切 比 雪 夫 滤 波 器 的 阶 数 N 由 阻 带 边界 条 件 确定 。 滤 波 器 在 阻 带 边界 频率 处 
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的 幅 频 响应 地 就 是 图 3-2 中 的 &, 因 而 根据 式 (3.6) ,得 


A 二 10 各 (3.25) 
在 0Q=0. 处 ,滤波 器 频 响 幅度 的 衰减 值 必须 小 于 或 等 于 性 能 指标 中 给 定 的 最 小 阻 带 
衰减 : 
| 
i (3. 26) 
BY “ 
1+evi (多 
从 而 
0， A —1 
va 全 ] ~ C9.27) 
因为 二 1, 所 以 
Q. 
cosh(N cosh > A—l (3. 28) 
ec [3 
于 是 
cosh”! A—l 
N = (3. 29) 
cosh 1 > 


由 式 (3. 29) 可 知 , 阻 带 边界 频率 处 的 衰减 越 大 ,滤波 器 的 阶 数 就 越 高 。 

切 比 雪夫 滤波 器 幅度 平方 函数 的 参数 e 和 N 确定 后 ,就 可 以 根据 幅度 平方 函数 求 滤波 
器 的 极点 ( 切 比 雪夫 滤波 器 没有 零点 ) ,并 将 左 半 平面 上 的 极点 作为 滤波 器 系统 函数 H,(s) 
的 极点 , 求 得 及,(s)。 因 为 切 比 雪夫 滤波 器 的 幅度 平方 函数 含有 切 比 雪夫 和 多项式, 所 以 求 极 
点 的 过 程 比较 复杂 ,因此 一 般 借 助 Matlab 等 软件 完成 设计 工作 。 

在 Matlab 中 ,可 以 用 cheblord 和 chebyl 函数 设计 切 比 雪夫 工 型 滤波 器 。 前 者 用 于 求 
滤波 器 的 阶 数 N, 后 者 用 于 求 滤波 器 的 系数 或 零 极点 。 

首先 求 切 比 雪夫 滤波 器 的 阶 数 N: 


[N, Wp] = cheblord(Wp, Ws, Rp, Rs, 's') 


其 中 ,参数 Wp、Ws、Rp、Rs、's' 的 含义 与 buttord 函数 相同 。 

然后 ,根据 求 得 的 N 求 滤波 器 的 系数 或 零 极 点 : 

[b, a] = chebyl(N, Rp, Wp, 'ftype', 's') 

[z, p, k] = chebyl(N, Rp, Wp, ‘ftype', 's') 
其 中 ,ba、z、p、k 和 ftype' 的 含义 与 butter 函数 相同 。 因 为 切 比 雪 夫 低 通 滤 波 器 也 没有 零 
点 ,所 以 z 是 一 个 空间 量 , 输 出 参数 与 系统 函数 甩 (s) 的 关系 同 式 (3. 18)。 

在 Matlab 中 ,也 可 以 调用 cheb2ord 和 cheby2 函数 设计 切 比 雪夫 本 型 滤波 器 , 即 阻 带 
等 波纹 的 切 比 雪夫 滤波 器 。 

例 3-5 用 Matlab 设计 一 个 切 比 雪夫 低 通 滤波 器 ,其 性 能 指标 如 下 : 通 带 边界 频率 
太一 3000Hz, 阻 带 边界 频率 f., 二 5000Hz, 通 带 波动 6 二 3dB, 阻 带 最 小 衰减 At 一 40dB, 求 该 
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滤波 器 的 系统 函数 电 (s) ,并 画 出 滤波 器 的 幅 频 特性 。 
解 : 本 题 的 Matlab 程序 如 下 : 


clear; 

fp= 3000; 

fr= 5000; 

Wp= 2*xpixfp; 

Ws=2xpixfr; 

Rp= 3; 

Rs= 40; 

[N, Wp] = cheblord(Wp, Ws, Rp, Rs, 's'); 
[b, a] = chebyl(N, Rp, Wp, ‘low', 's'); 
w= 0:20:20000 * pi; 

h= freqs(b, a, w); 

figure; 

plot(w/(2* pi),20* log10(abs(h))); 
grid; 

xlabel( "频率 /Hz'); 

Ylabel( ' 幅 度 /dB'); 


该 程序 生成 的 是 一 个 五 阶 切 比 雪夫 带 通 滤波 器 ,其 系统 函数 为 


1.491 X 10” 
5 十 1.083 X 104s 十 5.028 X 108s3 十 3.676 X10*5 十 5.150 X10s 十 1.491 X10” 


该 滤波 器 的 幅 频 特性 如 图 3-8 所 示 ,从 图 中 可 以 看 出 该 滤波 器 在 通 带 边界 频率 3000Hz 
处 的 衰减 值 约 为 3dB, 在 阻 带 边界 频率 5000Hz 处 的 衰减 值 超过 40dB, 满足 " 阻 带 最 小 衰减 
为 40dB” 的 要 求 ,因此 所 设计 的 滤波 器 符合 性 能 指标 的 要 求 。 


H(s) = 


0 地 T T T T T 
i 
有 机 
-= 二 -= 下 下 sq 
a 
20 一 -和 -4 
ee pl 
1 | 1 
-30 上 H------+---F-- + 一 一 -上 t+-—-l- 一 一 
| ES bE 
四 和 | 和 
又- 二 -AN 
全 4 | | 
-50 上 ------1T---r--1---T-AK--1---r--- -一 一 
证 和 
ee | 
| 
el | 
本 
Bi i ee 
ns 
-80 1 上 上 上 上 上 上 | 1 
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 


频率 /Hz 
图 3-8 五 阶 切 比 雪夫 低 通 滤波 器 的 幅 频 特性 


3.2.3 李 圆 滤波 器 

椭圆 滤波 器 (Elliptic Filter) 也 称 考 尔 滤波 器 (Cauer Filter) ,是 一 种 幅度 在 通 带 和 阻 带 
上 都 等 波纹 波动 的 滤波 器 。 与 其 他 滤波 器 相 比 ,对 于 给 定 的 阶 数 和 波纹 要 求 ,椭圆 滤波 器 具 
有 最 窗 的 过 渡 带宽 ; 对 于 给 定 的 性 能 指标 ,椭圆 滤波 器 的 阶 数 最 低 。 就 这 一 点 而 言 ,椭圆 滤 
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波 器 是 最 优 的 。 
椭圆 滤波 器 的 幅度 平方 函数 由 雅 可 比 椭圆 函数 决定 : 


: 1 
2 
AGO) | H.CG0) | 1 Fe Ry nL) (3.30) 


其 中 ,Rw (0Q,L) 称 为 雅 可 比 椭圆 函数 ,L 是 一 个 表示 波形 性 质 的 参量 。 椭 圆 滤波 器 的 幅度 
平方 特性 如 图 3-9 所 示 , 当 N 为 奇数 时 ,A(Q) 在 Q==0 处 取 通 带 的 最 大 值 1; 当 N 为 偶数 


时 ,A(Q”) 在 Q=0 处 取 通 带 的 最 小 值 一 -5。 
A AOIN 


上 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
和 上 -= 之 二 二 之 
0 DO 加 
(a) N 为 奇数 (b) 入 为 偶数 
图 3-9 椭圆 滤波 器 的 幅度 平方 函数 


椭圆 滤波 器 的 阶 数 N 的 确定 和 系统 函数 电 ,(s) 的 求解 过 程 都 比较 复杂 ,因此 一 般 借助 
Matlab 等 软件 完成 设计 工作 。 

在 Matlab 中 ,可 以 用 ellipord 和 ellip 函数 设计 椭圆 滤波 器 。 前 者 用 于 求 滤波 器 的 阶 数 
N, 后 者 用 于 求 滤波 器 的 系数 或 零 极点 。 

首先 求 椭圆 滤波 器 的 阶 数 N: 


[N, Wp] = ellipord(Wp, Ws, Rp, Rs, 's') 


其 中 ,参数 Wp、Ws、Rp、Rs、's' 的 含义 与 buttord 函数 相同 。 

然后 ,根据 求 得 的 N 求 滤波 器 的 系数 或 零 极 点 : 

[b, a] = ellip(N, Rp, Rs, Wp, 'ftype', 's') 

[z, p, k] = ellip(N, Rp, Rs, Wp, 'ftype', 's') 

其 中 ,bva、z、p\k 和 ftype' 的 含义 与 butter 函数 相同 。 与 巴特 沃 斯 和 切 比 雪夫 滤波 器 不 同 ， 
椭圆 滤波 器 不 是 一 个 全 极点 网 络 , 既 有 极点 ,也 有 零点 ,因此 z 不 是 一 个 空 向 量 , 其 输出 参数 
与 滤波 器 的 系统 函数 及 (s) 的 关系 同 式 (3. 19)。 

例 3-6 用 Matlab 设计 一 个 椭圆 高 通 滤波 器 ,其 性 能 指标 如 下 : 通 带 边界 频率 f. 一 
5000Hz, 阻 带 边 界 频率 f, 二 3000Hz, 通 带 波动 6 二 3dB, 阻 带 最 小 衰减 At 一 40dB, 求 该 滤波 
器 的 系统 函数 瓦 (*) ,并 画 出 滤波 器 的 幅 频 特性 。 

解 : 本 题 的 Matlab 程序 如 下 : 


相国 


clear; 
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fp= 5000; fr= 3000; Rp= 3; Rs= 40; 
Wp=2*xpixfp; 

Ws=2xpixfr; 

[N, Wp] = ellipord(Wp, Ws, Rp, Rs, 's'); 
[b, a] = ellip(N, Rp, Rs, Wp, ‘high', 's'); 
Ww= 0:20:20000 x* pi; 

h= freqs(b, a, w); 

figure; 

plot(w/(2 * pi),20* logl0(abs(h))); 
axis([0 10000 — 80 0]); 

grid; 

xlabel( ' 频 率 /Hz'); 

ylabel( ' 幅 度 /dB'); 


由 程序 运行 的 结果 可 知 ,N= 二 4, 因 此 该 程序 生成 的 是 一 个 四 阶 椭圆 带 通 滤波 器 ,其 系统 
函数 为 


HCO) 二 2. 708s 十 1.683 X 10-10s3 十 4.238 X 108s2 十 0.070s 十 3.798 X 101 


st 十 5.622 X 104s3 十 4.870 X 109s2 十 6.936 X 10135 十 3.798 X 108 
该 滤波 器 的 幅 频 特性 如 图 3-10 所 示 , 从 图 中 可 以 看 出 该 滤波 器 在 通 带 边界 频率 
5000Hz 处 的 衰减 值 约 为 3dB, 在 阻 带 边界 频率 3000Hz 处 的 衰减 值 约 为 40dB, 满 足 " 阻 带 最 
小 衰减 为 40dB” 的 要 求 ,因此 所 设计 的 滤波 器 符合 性 能 指标 的 要 求 。 


h | 1 h h h 1 h 
0 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000 
频率 /Hz 


图 3-10 四 阶 椭圆 高 通 滤波 器 的 幅 频 特性 


在 上 述 三 种 常用 的 模拟 滤波 器 中 ,对 于 给 定 的 性 能 指标 ,椭圆 滤波 器 的 阶 数 可 最 低 , 切 
比 雪夫 滤波 器 次 之 ,巴特 沃 斯 滤波 器 的 阶 数 最 高 ; 而 参数 灵敏 度 则 正好 相反 。 


3.3” 冲 激 响应 不 变法 
根据 模拟 滤波 器 设计 数字 滤波 器 的 主要 步骤 如 下 : 


(1) 按照 一 定 的 变换 规则 ,将 给 定 的 数字 滤波 器 的 性 能 指标 转换 为 相应 的 模拟 滤波 器 
的 性 能 指标 。 
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(2) 车 设计 的 不 是 数字 低 通 滤波 器 , 则 还 需要 将 步骤 (1) 得 到 模拟 滤波 器 (高 通 、 带 通 
或 带 阻 滤波 器 ) 的 性 能 指标 转换 为 模拟 低 通 滤波 器 的 性 能 指标 。 这 是 因为 模拟 滤波 器 的 
设计 模型 (巴特 沃 斯 \、 切 比 雪夫 或 椭圆 滤波 器 ) 只 给 出 了 模拟 低 通 滤波 器 的 幅度 平方 
函数 。 

(3) 根据 模拟 低 通 滤波 器 的 性 能 指标 ,用 某 种 模拟 滤波 器 的 通 近 方法 (巴特 沃 斯 、. 切 比 
雪夫 或 椭圆 滤波 器 ) 设 计 模拟 低 通 滤波 器 ,得 到 其 系统 函数 Hi(s)。 

(4) 若 设计 的 不 是 数字 低 通 滤波 器 , 则 利用 步骤 (2) 中 的 同一 变换 规则 ,将 模拟 低 通 滤 
波 器 的 系统 函数 Hi.(s) 转 换 为 与 数字 滤波 器 对 应 的 模拟 滤波 器 的 系统 函数 电 ,(s); 若 设 计 
的 就 是 数字 低 通 滤波 器 , 则 Hi(s) 就 是 H,(s)。 

(5) 利用 步骤 (1) 中 的 同一 变换 规则 ,将 模拟 滤波 器 的 系统 函数 也 ,(s) 转 换 为 数字 滤波 
器 的 系统 函数 H(z)。 

步骤 (1) 的 变换 规则 就 是 将 模拟 滤波 器 转换 为 数字 滤波 器 的 方法 ,即将 模拟 滤波 器 的 系 
统 函 数 日,(s) 转 换 为 数字 滤波 器 的 系统 函数 也 (>) ,也 就 是 将 系统 函数 从 * 平面 变换 到 > 平 
面 。 这 种 变换 必须 满足 两 个 基本 原则 : 

@ H(z) 的 频率 响应 与 及,(s) 的 频率 响应 保持 一 致 , 即 ;平面 的 虚 轴 必须 映射 到 x 平面 
的 单位 圆 es 上， 

@ 因果 稳定 的 互 ,(s) 能 映射 成 因果 稳定 的 媚 (=) , 即 ;平面 的 左 半 平 面 Re[s] 二 0 必须 
映射 到 > 平面 单位 圆 的 内 部 |=| 到 1。 

这 种 从 * 平面 到 > 平面 的 变换 方法 主要 包括 冲 激 响应 不 变法 和 双 线 性 变换 法 ,本 节 和 
下 一 节 分 别 讨论 这 两 种 方法 。 

神 激 响 应 不 变法 (脉冲 响应 不 变法 ) 使 数字 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 A(Cz) 逼 近 模 拟 滤波 
器 的 冲 激 响应 六 CD ,即使 h(n) 恰 好 等 于 h,(7) 的 采样 值 : 

h(n) = h, nT) 3.31) 

其 中 , 工 是 采样 周期 。 

令 晶 ,(s) 是 h,(1) 的 拉 普 拉 斯 变换 ,H(z) 是 hn) 的 2 变换 。 为 了 推导 晶 (z) 和 昌 ,(s) 之 
间 的 变换 关系 ,首先 将 H,(s) 表 示 为 部 分 分 式 形式 : 


H.() = ” ; 2 (3. 32) 
其 中 心 是 及,C9) 的 第 ;个 极点 ，A, 是 第 ; 个 极点 的 系数 (常数 ) 。 对 及 .Cs) 做 拉 普 拉 斯 关 杰 
换 , 得 到 模拟 滤波 器 的 冲 激 响 应 ， 
h.(t) = Aero (3.33) 
其 中 ,ul(z) 是 单位 阶 跃 函数 。 和 
然后 ,对 h.(1) 进行 等 间距 采样 ,得 到 数字 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 及 01); 
h(n) = h(nT) = YAierrudn) 一 3 (eT )"u(n) (3.34) 
最 后 ,对 4) 取 2 换 , 即 可 得 到 数字 滤波 器 的 系统 丽 数 ， 
HO (3. 35) 


EE 1 一 ez 
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下 面 推导 冲 激 响应 不 变法 的 平面 映射 关系 。 冲 激 函 数 h,(7) 的 理想 采样 的 拉 氏 变换 为 


H.()= E (ee > id 一 7) er 


一 ww hCG — nT)e dt 


i > h(nT)e™T 


一 Fhe (3.36) 
冲 激 函 数 (7) 的 理想 采样 的 拉 氏 变换 玉 ,(s) 就 是 其 理想 采样 的 系数 序列 h(n) 的 2 医 换 ， 
H(z) = >) he” (3. 37) 
对 比 式 (3.36) 和 式 (3. 37) , 即 可 得 到 * 平面 与 > 平面 的 映射 关系 : 
二 一 eT (3.38) 
而 x 王 re ,s 二 go 十 jQ2, 所 以 
re” = etMT 一 eT 。 er (3.39) 
从 而 
r= 
| (3.40) 
w= 


上 式 表 明 ,x 的 模 x 由 的 实 部 o 决定 ,x 的 幅 角 w 由 s 的 虚 部 2 决定 。 冲 激 响 应 不 变 
法 的 平面 映射 关系 就 是 * 平面 到 >* 平面 的 标准 映射 关系 。 这 种 映射 关系 具有 如 下 特点 : 

@ 当 o=0 时 ,r=1, 因 此 ;平面 的 虚 轴 映射 为 > 平面 的 单位 圆 。 

加 当 c<0 时 ,一 1; 当 c>0 时 ,r>1。 这 表明 ,s 左 半 平面 映射 为 > 平面 单位 圆 的 内 
部 ,s 右 半 平面 映射 为 > 平面 单位 圆 的 外 部 。 


图 因为 a=QT, 所 以 当 w 自 一 + 到 变化 时 ,Q 从 一 示 变 化 到 示 。 这 表明 ,s 平面 上 每 


一 条 宽 为 容 的 模 带 部 分 都 将 喘 射 到 < 平面 的 整个 平面 上 : 每 一 模 带 的 左 半 部 分 映射 到 < 平 
面 单位 加 的 内 部 , 右 半 部 分 映射 到 = 平面 单位 圆 的 外 部 。 虽 然 虚 轴 映射 到 单位 圆 上 ,但 虚 轴 
的 每 一 段 树 都 对 应 单位 圆 的 一 周 。 这 种 * 多 对 一 "的 映射 关系 如 图 3-11 所 示 。 


图 3-11 冲 激 响应 不 变法 的 平面 映射 关系 
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冲 激 函 数 (7) 的 理想 采样 的 拉 普 拉 斯 变换 及,(s) 与 h() 本 身 的 拉 普 拉 斯 变换 H,(s) 
之 间 存 在 以 下 关系 : 
再 :三 FR Tm ] (3.41) 
即 数字 滤波 器 的 系统 函数 也 (x) 与 模拟 滤波 器 的 系统 函数 肪 ,(s) 之 间 的 关系 为 
HCz) | war = Hs) = > H, Ga (3. 42) 
式 (3. 42) 表 明 , 冲 激 响 应 A ee A (s) 进 行 周期 延 拓 , 然 
后 通过 变换 关系 > 一 e7 ,完成 平面 到 > 平面 的 映射 。 需 要 特别 指出 的 是 ,映射 关系 > 一 e7 


描述 的 是 及 ,(s) 的 周期 延 拓 甩 ,(s) 与 H(z) 的 变换 关系 ,在 冲 激 响 应 不 变法 中 并 不 存在 从 
平面 到 > 平面 的 直接 映射 关系 。 
相应 地 ,数字 滤波 器 的 频率 响应 并 不 是 简单 地 重 现 模拟 滤波 器 的 频率 响应 ,而 是 模拟 滤 


波 器 频率 响应 的 周期 延 拓 : 
人 
He) = DH. te ] (3.43) 
只 有 当 模 拟 滤波 器 的 频率 响应 带 限 于 折 释 频率 以 内 时 ， a 
H,(j0) = 0， i191l> 当 = 系 (3.44) 
数字 滤波 器 的 频率 响应 才 会 不 失真 地 重 现 模拟 滤波 器 的 频率 响应 
Ho) = 于 Hi 党)， | wl (3.45) 


但 是 ,实际 模拟 滤波 器 的 频率 响应 都 不 是 严格 带 限 的 ,因此 周期 延 折 后 的 各 周期 分 量 的 频谱 
就 会 发 生 交 秋 , 即 产生 频率 响应 的 混 琶 失真 。 模 拟 滤波 器 的 频率 响应 在 折 番 频率 以 上 衰减 
越 大 , 混 释 失真 就 越 小 。 

如 果 模 拟 滤波 器 的 系统 函数 昌 ,(s) 是 稳定 的 , 即 其 全 部 极点 都 在 * 左 半 平 面 ,那么 由 映 
射 关系 一 e 变换 得 到 的 妃 (=) 的 全 部 极点 都 在 = 平面 单位 圆 的 内 部 , 即 数字 滤波 器 的 系统 
函数 及 (<) 也 是 稳定 的 ,因此 冲 激 响应 不 变法 总 可 以 将 稳定 的 模拟 系统 变换 为 稳定 的 数字 
系统 。 


冲 激 响 应 不 变法 的 另 一 个 重要 优点 是 , 当 一 示 达 0<< 示 时 ,数字 频率 和 模拟 频率 0Q 成 


线性 关系 , 即 wo 一 2T。 因 此 数字 滤波 器 的 频率 特性 与 模拟 滤波 器 的 频率 特性 基本 相同 。 例 
如 ,一 个 线性 相位 模拟 滤波 器 可 以 映射 成 一 个 线性 相位 数字 滤波 器 。 

因为 存在 频率 响应 的 混 琶 失真 ,所 以 冲 激 响 应 不 变法 一 般 只 适用 于 带 限 模拟 滤波 器 
的 设计 ,比如 低 通 和 带 通 滤波 器 设计 ; 而 高 通 和 带 阻 滤 波 器 设计 不 宜 采用 冲 激 响 应 不 
变法 。 

例 3-7 已 知 模拟 滤波 器 的 系统 函数 为 


1 
HOY= 5 十 7s 十 12 


设 采 样 周 期 ==1, 用 冲 激 响应 不 变法 将 该 模拟 滤波 器 转换 为 数字 滤波 器 。 
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解 : 首先 将 模拟 滤波 器 的 系统 函数 肪 (s) 展 开 为 部 分 分 式 的 形式 : 


1 1 1 
六 十 个 十 1 3 


然后 ,根据 电 (s) 的 极点 s; 及 其 系数 A; ,得 到 数字 滤波 器 的 系统 函数 : 
UD 之 i = i i 五 和 
例 3-8 用 冲 激 响应 不 变法 设计 一 个 巴特 沃 斯 数字 低 通 滤波 器 ,其 性 能 指标 如 下 : 采样 
频率 f, 二 8000Hz, 通 带 边界 频率 f. 二 1500Hz, 阻 带 边界 频率 f., 一 3000Hz, 通 带 波动 6 二 
3dB, 阻 带 最 小 衰减 At 二 18dB, 求 该 滤波 器 的 系统 函数 H(z)。 
解 : 模拟 低 通 滤波 器 的 边界 变频 为 
0. = 2xf. = 3000xrad/s, 0, = 2xf; = 6000rrad/s 


因为 巴特 沃 斯 渡 波 器 在 过 渡 带 内 的 幅 频 响应 每 信 频 程 衰减 约 6NdB, 所 以 6N log 95000r> 


3000r 
18 一 3, 解 得 N 宇 3, 因 此 选择 三 阶 巴 特 沃 斯 滤波 器 。 
三 阶 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 归 一 化 系统 丙 数 为 
1 


因为 滤波 器 的 通 带 波动 为 34B, 所 以 2, 一 9. 一 3000r' 从 而 % 一 


H(s) 


H,.(a) = 
0。 站 一 5000X, 于 是 
1 


关 3 s 2 Ce 
(ai) 上 2 (ss) (550i) . 
将 瓦 ,Cs*) 展 开 为 部 分 分 式 的 形式 ,然后 根据 式 (3. 35), 即 可 得 到 数字 滤波 器 的 系统 函数 : 


0. 3424= 7! 十 0.1584z™ 
1 一 0.8884z :十 0.4866z: 一 0.0948> 


在 冲 激 响应 不 变法 中 ,需要 求解 模拟 系统 函数 电 ,(s) 的 极点 % ,从 而 将 互 ,Cs*) 展 开 为 部 
分 分 式 的 形式 。 这 个 过 程 是 比较 复杂 的 ,一 般 不 要 求 手 工 计 算 。Matlab 的 impinvar 函数 可 
以 将 模拟 系统 函数 及 ,(s) 转 换 为 数字 系统 函数 万 (=) : 


Hl 


H(z) 


[bz, az] = impinvar(b, a, fs) 


其 中 ,b 和 a 分 别 是 瓦 ,(s) 的 分 子 多 项 式 和 分 母 多 项 式 的 系数 ; bz 和 az 分 别 是 及 (>) 的 分 子 
多 项 式 和 分 母 多 项 式 的 系数 , 即 


bz 十 beaz- 1 + besz 十"… 十 bzwnnz™ 
1 十 azzz :十 azsz 十 十 aznnz 


例 3-9 用 冲 激 响 应 不 变法 设计 一 个 切 比 雪夫 数字 带 通 滤波 器 ,其 性 能 指标 如 下 : 采样 
频率 f= 二 1000Hz, 通 带 边界 频率 分 别 为 200Hz 和 300Hz, 阻 带 边界 频率 分 别 为 100Hz 和 
400Hz, 通 带 波动 5 二 1dB, 阻 带 最 小 衰减 At 一 40dB, 求 该 滤波 器 的 系统 函数 电 (z) ,并 画 出 
滤波 器 的 幅 频 特 性 。 

解 : 本 题 的 Matlab 程序 如 下 : 


H(z) 


(3.46) 


clear; 
fs=1000; fp=[200 300]; fr=[100 400]; Rp=1; Rs= 40; 
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Wp=2*x pixfp; 

Ws=2x*pixfr; 

[N Wn] = cheblord(Wp, Ws, Rp, Rs, 's'); 
[b, a] = chebyl(N, Rp, Wp, ‘bandpass', 's'); 
[bz,az] = impinvar(b,a, fs); 

[h,w] = freqz(bz,az); 

f=wxfs/(2* pi); 

figure; 

plot(f,20* logl0(abs(h))); 

axis([0 500 -55 0]); 

grid; 

xlabel( ' 频 率 /Hz'); 

ylabel( ' 幅 度 /dB') ;7 


由 程序 运行 的 结果 可 知 ,N= 二 4, 因 此 该 程序 生成 的 是 一 个 八 阶 带 通 数字 滤波 器 ,其 系统 
函数 为 


H(z) 0.003z 1 — 0.005z7 一 0.008= 3 十 0.021z 一 0.01lz* 一 0.002z* 十 0.002z7 


1 一 0.127x 十 3.064z ?一 0.271z 十 3.838z* 一 0.223z 十 2.294z 5 一 0.068z ?十 0.550z* 

该 滤波 器 的 幅 频 特性 如 图 3-12 所 示 , 从 图 中 可 以 看 出 该 滤波 器 在 通 带 边界 频率 200Hz 

和 300Hz 处 的 衰减 值 约 为 1dB, 在 阻 带 边界 频率 100Hz 和 400Hz 处 的 衰减 值 都 大 于 40dB， 
满足 性 能 指标 的 要 求 。 
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图 3-12 八 阶 切 比 雪 夫 数 字 带 通 滤波 器 的 幅 频 特性 
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3.4 双 线 性 变换 法 

冲 激 响应 不 变法 使 数字 滤波 器 在 时 域 上 逼近 模拟 滤波 器 的 冲 激 响应 ,具有 频率 特性 与 
模拟 滤波 器 基本 保持 一 致 的 优点 ,但 它 的 主要 缺点 是 容易 产生 频率 响应 的 混 秋 失真。 这 是 
因为 该 方法 中 从 * 平面 到 > 平面 的 映射 不 是 一 一 映射 ,s 平面 的 每 一 条 宽 为 汉 的 横 带 都 会 映 


射 到 整个 = 平面 上 。 
如 果 将 整个 * 平面 先 压 缩 变换 到 中 介 和 平面 s; 的 一 条 横 带 上 ,再 通过 标准 变换 关系 > 一 
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e1 将 该 横 带 变换 到 整个 = 平面 上 ,就 可 以 构建 ;平面 到 x 平面 的 一 一 映射 关系 ,从 而 消除 
多 值 变换 性 ,如 图 3-13 所 示 。 


jo jo jlIm[z] 
乡 WT 
Ts 一 > 
oo "Dm 
-7 
5 平面 s! 平 面 z 平 面 


3-13” 双 线性 变换 法 的 映射 关系 


为 了 将 :平面 的 整个 ja 轴 压 缩 到 s 平面 io, 轴 的 从 一 系 到 素 的 一 段 上 ,采用 如 下 反正 
切 函 数 实现 压缩 ; 


7 arctan( 2 ] (3.47) 
下 


其 中 ,c 是 任意 常数 。 在 上 述 变换 中 , 当 0 从 一 变化 到 十 时 ,9, 从 一 示 变 化 到 示 。 


为 了 推导 从 ;平面 到 < 平面 的 平面 映射 关系 ,首先 将 式 (3. 47) 改 写 为 正切 变换 的 
形式 : 


QQ=c an( 久 | (3.48) 
从 而 
ja =ejtan(j 坦 了 (3.49) 
然后 ,将 上 述 变 换 延 拓 到 整个 ;平面 和 s; 平面 上 : 
g > 
eS ainl = j= 
机 ceitan( a) cu ( | (3.50) 
cos(=i 写 ) 
于 是 
ge(- 点 ) 一 (党 ) aT hr 
2j er —e 三 eT 
| i 六 和 一 C。， = (3.51) 
ei(- 证 ) 十 eji(- 赴 ) es 十 e- 下 
2 
最 后 ,将 si 平面 到 < 平面 的 标准 映射 关系 > 二 er 代入 上 式 , 即 可 得 到 
s=ec -一 - (3.52) 
= (3.53) 
C 一 5 


上 述 * 平 面 到 > 平面 的 单 值 映射 关系 称 为 双 线性 变换 。 
为 了 得 到 双 线 性 变换 的 频率 变换 关系 ,在 式 (3. 52) 中 , 令 ;一 jQ,z 二 er ,得 
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四 CO 
a es CE 本 ee 二 sin( 儿 
l+ew™ e 党 十 @ 党 cos( 旬 | 


jQ0=e 


化 简 , 即 可 得 到 双 线 性 变换 的 频率 变换 关系 : 


Qcetan( 旬 | 《3 55)》 
在 低频 处 , 式 (3.55) 可 以 近似 为 
Qe (3.56) 
即 
| (3.57) 


此 时 ,模拟 角 频 率 2 和 数字 角 频 率 w 之 间 近 似 成 线性 关系 。 为 了 使 数字 滤波 器 在 低频 率 处 
的 频率 特性 逼近 模拟 滤波 器 的 频率 特性 ,一 般 令 常数 < 一 等, 则 低频 率 处 的 频率 变换 关系 为 
ww 和 AT (3.58) 


这 可 以 逼近 模拟 角 频 率 0 与 数字 角 频率 之 间 的 标准 变换 关系 。 
当 < 一季 时 , 双 线性 变换 的 平面 映射 关系 为 


“二 过 一 z 1 
i (3.59) 
| 到 人 
z= 全 (3. 60) 
站 一 工 "Ss 
2 
频率 变换 关系 为 
六 = 了 an 人 (号 】 (3.61) 
双 线 性 变换 的 频率 变换 关系 如 图 3-14 所 示 。 由 
图 可 见 ,* 平面 的 整个 虚 轴 被 映射 到 > 平面 的 单位 圆 -2-_----- 
上 ,平面 2=0 对 应 > 平面 w 一 0,2 王 一 c" 对 应 = 平 
面 w 王 一 xr,Q 王 十 cc 对 应 = 平面 w 王 r。 双 线性 变换 具 和 


有 从 :平面 到 < 平面 一 一 映射 的 优点 ,因而 不 存在 频 
率 响应 的 混 释 问题。 然而 ,然而 这 种 优点 是 通过 对 频 ”一 一 对- 
率 轴 高 频段 的 严重 非 线性 压缩 换 来 的 。 只 有 在 零 频 
率 附近 ,w 和 0 之 间 才 有 与 冲 激 响应 变换 法 类 似 的 线 。 图 314 双 线 性 变换 的 频率 变换 关系 
性 关系 (标准 映射 )。 随 着 的 |2| 的 增 大 ,由 于 反正 切 
函数 的 作用 ,w 被 压制 在 一 x~ 的 范围 内 ,增长 非常 缓慢 ,此 时 与 0 呈 非 线性 关系 。 这 种 
非 线性 关系 保证 了 数字 滤波 器 的 频率 响应 不 会 发 生 混和 至 ,但 也 会 使 数字 滤波 器 的 频率 响应 
相对 于 原 模拟 滤波 器 的 频率 响应 产生 畸 变 。 

下 面 考查 双 线性 变换 的 稳定 性 问题 , 即 该 变换 是 否 可 以 将 * 左 半 平面 映射 到 > 平面 单 
位 圆 的 内 部 。 
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将 *=c 十 ji2 代入 式 (3. 60) ,得 


(+ 全 + 有 
区 Cn (3.62) 
2 
从 而 
or TorY 
0+3 +( 公 | ee 
|z| (3.63) 


-7 

显然 , 当 o<0 时 ,|z| 达 1; 当 o>>0 时 ,|z| 之 1。 即 s 左 半 平 面 映射 到 平面 单位 圆 的 内 部 ,* 
右 半 平面 映射 到 平面 单位 圆 的 外 部 。 因 此 ,稳定 的 模拟 滤波 器 经 过 双 线 性 变换 后 ,得 到 的 
数字 滤波 器 也 是 稳定 的 。 

双 线 性 变换 法 的 主要 缺点 是 其 频率 响应 相对 于 原 模拟 滤波 器 有 非 线性 畸变 。 例 如 ,一 
个 模拟 微分 器 ,其 幅度 与 频率 是 直线 关系 ,但 通过 双 线 性 变换 后 ,得 到 的 却 不 是 数字 微分 器 ; 
线性 相位 模拟 滤波 器 经 双 线 性 变换 后 ,得 到 的 数字 滤波 器 是 非 线 性 相位 的 。 因 此 双 线 性 变 
换 法 只 能 用 于 模拟 滤波 器 的 幅 频 响应 是 分 段 常 数 的 情形 , 即 只 能 用 于 设计 低 通 、 高 通 、 带 通 、 
带 阻 等 选 频 滤波 器 。 

对 于 幅 频 特性 是 分 段 常数 的 模拟 滤波 器 ,经 过 双 线 性 变换 后 ,得 到 的 数字 滤波 器 的 幅 频 
特性 仍然 是 分 段 常数 的 。 但 是 在 每 一 段 的 临界 频率 点 处 发 生 了 频率 畸变 。 这 种 频率 畸变 可 
以 通过 频率 的 预 畸 变 加 以 校正 ,也 就 是 将 临界 频率 预先 加 以 逆 畸 变 。 这 样 , 双 线性 变换 后 的 
临界 频率 就 正好 映射 到 所 需要 的 频率 上 。 例 如 ,图 3-15 中 的 一 组 临界 数字 频率 w (i 一 1,2， 
3,4) 通 过 式 (3. 61) ,变换 成 一 组 模拟 临界 频率 Q;(i 二 1,2,3,4); 然后 利用 这 组 临界 频率 设 
计 模 拟 原型 带 通 滤波 器 ; 最 后 ,对 该 模拟 带 通 滤波 器 作 双 线性 变换 , 即 可 得 到 所 需要 的 数字 
带 通 滤波 器 。 


ia) 


sy 


1 
1 
1 
4 

0 A 


3-15” 双 线性 变换 的 非 线性 预 畸 变 
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在 双 线 性 变换 法 中 ,* 平面 到 > 平面 有 直接 的 代数 映射 关系 ,因此 可 以 通过 简单 的 变量 


置换 得 到 数字 滤波 器 的 系统 函数 : 
有 (3 1—2! 
(zw) = HAW ee 和 1 于 二 (3. 64) 
数字 滤波 器 的 频率 响应 为 
) : w 
H(e”) = H(jw) = H.,(j0Q 二 HH,|j 却 = (3.65) 
E ong ( Tn 洒 


双 线 性 变换 法 的 变量 置换 比 冲 激 响应 不 变法 的 部 分 分 式 分 解 便捷 得 多 , 求 系统 函数 可 
以 直接 在 * 域 与 x 域 之 间 进 行 ,无须 通 过 拉 普 拉 斯 逆 变 换 返 回 时 域 。 因 此 ,除非 注重 滤波 器 
的 时 域 瞬 态 响应 ,其 他 情况 下 的 IIR 滤波 器 设计 一 般 都 采用 双 线 性 变换 法 。 

例 3-10 用 双 线 性 变换 法 设计 一 个 巴特 沃 斯 数字 低 通 滤波 器 ,其 性 能 指标 如 下 : 采样 
频率 f, 二 8000Hz, 通 带 边界 频率 f. 二 2000Hz, 阻 带 边 界 频率 f., 二 3000Hz, 通 带 波动 6= 
3dB, 阻 带 最 小 衰减 At 一 20dB。 

解 : 首先 ,用 预 畸变 公式 计算 模拟 低 通 滤波 器 的 边界 频率 : 


0。 ?an 人 (学 )- Ftan( 3 (2 £]] Ztan( ) 字 


国 办 1 1 fe 2 3rx 1 2 
E 光 ?an( 2 】 Ftan( 2 (2 £]] Ftan( 8 = 2.414X 区 
然后 , 求 模拟 低 通 滤波 器 的 系统 函数 。 因 为 巴特 沃 斯 滤波 器 在 过 渡 带 内 的 幅 频 响应 每 
倍 频 程 衰减 约 6NdB, 所 以 


6N logs 人 = 6Nlogs2.414 之 20 一 3 
解 得 N 三 3, 因 此 选择 三 阶 巴 特 沃 斯 滤波 器 。 


三 阶 巴 特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 归 一 化 系统 函数 为 


1 
si 十 251 十 25 十 1 


五 (si ) 一 


因为 滤波 器 的 通 带 波动 为 3dB, 所 以 02, 一 Q. 一 子 , 从 而 5 
波 器 的 系统 函数 为 


闻 一 去 5， 因此 模拟 低 通 沪 


1 
1 +2( 太 + 2 (二 ) 十 (于) 
最 后 ,将 双 线 性 关系 代入 互 ,(s) , 即 可 得 到 数字 滤波 器 的 系统 函数 : 
1 
=- 转 1 +2( +- }+2 人 了 到 ] 十 (3 + | 
(1 十 = 1)3 1 十 3z 1 十 3z ?十 = 3 
6 十 2x- 6 十 2z- 


0.1667 十 0.5z :十 0.5z“ 十 0.1667z 
1 十 0.3333= 


该 数字 低 通 滤波 器 的 幅 频 特性 如 图 3-16 所 示 ,由 图 可 见 ,该 滤波 器 在 阻 带 边 界 频率 3000Hz 


H,(s) 


H(z)= H.,(s) 
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1000 1500 3000 3300 3000 3500 4000 
频率 /Hz 


图 3-16 用 双 线 性 变换 法 设计 的 数字 低 通 滤波 器 的 幅 频 特性 


处 的 衰减 值 超过 20dB, 符 合 性 能 指标 的 要 求 。 
在 Matlab 中 ,可 以 用 bilinear 函数 将 模拟 系统 函数 电 ,(s) 转 换 为 数字 系统 函数 H(z): 


[bz, az] = bilinear(b, a, fs) 


其 中 ,b 和 a 分 别 是 五,Cs) 的 分 子 多 项 式 和 分 母 多 项 式 的 系数 ; bz 和 az 分 别 是 五 (=) 的 分 子 
多 项 式 和 分 母 多 项 式 的 系数 。 

例 3-11 用 Matlab 设计 一 个 三 阶 巴 特 沃 斯 数字 低 通 滤波 器 ,其 性 能 指标 如 下 : 采样 频 
率 f, 二 8000Hz,3dB 边界 频率 f, 二 2000Hz。 要 求 分 别 用 冲 激 响应 不 变法 和 双 线 性 变换 法 
进行 设计 ,并 在 同一 个 坐标 系 中 作出 它们 的 幅 频 响应 。 

解 : 本 题 的 Matlab 程序 如 下 : 


clear; 

fs= 8000; 

fn= 2000; 

[bl al] = butter(3,2* pix fn,'s'); 

[bzl,azl] = impinvar(bl,al, fs); 

[hl,w] = freqz(bz1,az1); 

[b2 a2] = butter(3,2* fs* tan(pi* fn/fs), 's'); 
[bz2,az2] = bilinear(b2,a2, fs); 

[h2,w] = freqz(bz2,az2); 

f=wxfs/(2x pi); 

figure; 

plot(f,abs(h1),'— .r',f,abs(h2),'—b'); 
axis([0 4000 0 1]); 

grid; 

xlabel( 频率 /Hz'); 

Ylabel( ' 幅 度 '); 

legend( ' 脉 冲 响应 不 变法 ', ' 双 线性 变换 法 '); % 给 图 中 的 不 同 曲线 加 上 图 例 . 


用 冲 激 响应 不 变法 设计 的 数字 低 通 滤波 器 的 系统 函数 为 
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0.5813z : 十 0.2114z- 
1—0.3984z 十 0.2475z 一 0. 0432z 一 


用 双 线 性 变换 法 设计 的 数字 低 通 滤波 器 的 系统 函数 分 别 为 


0.1667 十 0.5z :十 0.5z- 十 0.1667z- 
1 二 +0.3333z™ 


这 两 种 方法 设计 的 数字 滤波 器 的 幅 频 特性 如 图 3-17 所 示 , 由 图 可 见 ,由 于 存在 频率 响 
应 的 混 释 效应, 冲 激 响 应 不 变法 在 过 渡 带 和 阻 带 的 衰减 特性 会 变 差 , 其 性 能 不 如 双 线 性 变 
换 法 。 


Hi (2) 


Hu(z) 


二 -一 脉 串 响应 不 变法 | 
双 线性 变换 法 


--1--+- 


| 
--4--+-- 


1 1 
1 1 
03[---+----F 
0.2|---4----r 
1 1 
1 ey de th tt ht tt 
1 1 
0 0 1000 1500 2000 2500 3000 5300 4000 


频率 /Hz 
3-17 巴特 沃 斯 数字 低 通 滤波 器 的 幅 频 特性 


例 3-12 用 Matlab 设 计 一 个 切 比 雪夫 数字 高 通 滤波 器 ,其 性 能 指标 如 下 : 采样 频率 
了 三 8000Hz, 通 带 边界 频率 f. 二 3000Hz, 阻 带 边 界 频 率 f. 二 2000Hz, 通 带 波动 3==1dB, 阻 
带 最 小 衰减 At 二 40dB。 

解 : 由 于 设计 的 是 数字 高 通 滤波 器 ,因此 采用 双 线 性 变换 法 ,其 Matlab 程序 如 下 : 


clear; 

fs= 8000; fp= 3000; fr= 2000; Rp=1; Rs= 40; 
Wp=2* pix fp; 

Ws=2xpixfr; 
wp=2xfsxtan(2xpixfp/fs/2); 
ws=2xfsxtan(2xpixfr/fs/2); 
[N,wp] = cheblord(wp, ws, Rp, Rs, 's'); 
[b,a] = chebyl (N, Rp, wp, 'high', 's'); 
[bz,az] = bilinear(b,a, fs); 

[h,w] = freqz(bz,az); 
f=wxfs/(2x pi); 

figure; 

plot(£,20* logl0(abs(h))); 
axis([0,4000, — 50,0]); 

grid; 

xlabel( ' 频 率 /Hz'); 

Ylabel( ' 幅 度 /dB'); 
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该 程序 生成 的 是 四 阶 切 比 雪夫 数字 高 通 滤波 器 ,其 系统 函数 为 


0.0042 一 0.0170z-: 十 0.0254z 一 0.0170z- 十 0.0042z“ 
1 十 2.7280= 十 3.2550z 十 1.9259z= “十 0.4751z 


滤波 器 的 幅 频 响应 如 图 3-18 所 示 ,在 阻 带 边 界 频率 2000Hz 处 的 衰减 值 超过 40dB, 符 
合 性 能 指标 的 要 求 。 


H(z) 


|- 于 


--:--+-- 


频率 /Hz 
图 3-18 切 比 雪夫 数字 高 通 滤波 器 的 幅 频 特 性 


例 3-13 用 Matlab 设计 一 个 椭圆 数字 带 阻 滤波 器 ,其 性 能 指标 如 下 : 通 带 边 界 频率 分 
别 为 100Hz 和 400Hz, 阻 带 边界 频率 分 别 为 200Hz 和 300Hz, 采 样 频率 f= 二 1000Hz, 通 带 
波动 6=1dB, 阻 带 最 小 衰减 At 一 40dB。 

解 : 由 于 设计 的 是 数字 带 阻 滤波 器 ,因此 采用 双 线 性 变换 法 ,其 Matlab 程序 如 下 : 


clear; 

fs=1000; fp= [100 400]; fr=[200 300]; Rp=1; Rs= 40; 
Wp= 2* pix fp; 

Ws=2*xpixfr; 
wp=2*fsxtan(2*pixfp/fs/2); 
ws=2xfsxtan(2*x*pixfr/fs/2); 
[N,wp] = ellipord(wp, ws, Rp, Rs, 's'); 
[b,a] = ellip(N, Rp, Rs, wp, 'stop', 's'); 
[bz,az] = bilinear(b,a, fs); 

[h,w] = freqz(bz,az); 

f=wxfs/(2* pi); 

figure; 

plot(f,20* logl0(abs(h))); 
axis([0,500, -50,0]); 

grid; 

xlabel( ' 频 率 /Hz'); 
ylabel( ' 幅 度 /dB'); 


该 程序 生成 的 是 六 阶 椭圆 数字 带 阻 滤波 器 ,其 系统 函数 为 


0.0982 十 0.2162z “十 0.2162z“ 十 0.0982z。 
L—0.953127 直 /0.8714z 一 0.28952 


H(z) 
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滤波 器 的 幅 频 响应 如 图 3-19 所 示 , 在 阻 带 边界 频率 200Hz 和 300Hz 处 的 衰减 值 约 为 
40dB, 符 合 性 能 指标 的 要 求 。 


1 1 4 1 1 1 1 1 
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 
频率 /Hz 


3-19 椭圆 数字 带 阻 滤波 器 的 幅 频 特性 


3.5 模拟 -数字 频带 变换 法 


模拟 滤波 器 和 数字 滤波 器 有 低 通 、 高 通 ` 带 通 、 带 阻 等 多 种 类 型 。 冲 激 响应 不 变法 和 双 
线性 变换 法 只 能 将 模拟 滤波 器 转换 为 同类 型 的 数字 滤波 器 ,例如 ,将 模拟 高 通 滤波 器 转换 为 
数字 高 通 滤波 器 。 而 模拟 滤波 器 的 设计 模型 (巴特 沃 斯 . 切 比 雪夫 或 椭圆 滤波 器 ) 只 给 出 了 
模拟 低 通 滤波 器 的 幅度 平方 函数 。 于 是 ,如 果 设 计 的 是 高 通 、 带 通 或 带 阻 数字 滤波 器 ,那么 
需要 先 将 数字 滤波 器 的 性 能 指标 转换 为 同类 型 的 模拟 滤波 器 的 性 能 指标 ,再 通过 模拟 域 的 
频率 转换 ,将 其 转换 为 模拟 低 通 滤波 器 的 性 能 指标 。 模 拟 低 通 滤波 器 设计 好 后 , 先 将 其 转换 
为 与 数字 滤波 器 同类 型 的 模拟 滤波 器 ,再 用 冲 激 响应 不 变法 和 双 线 性 变换 法 将 其 转换 为 数 
字 滤 波 器 。 因 此 ,在 高 通 、 带 通 或 带 阻 数字 滤波 器 设计 中 ,总 是 涉及 两 个 模拟 滤波 器 , 即 与 数 
字 滤 波 器 同类 型 的 模拟 滤波 器 和 模拟 低 通 滤波 器 。 

实际 上 ,可 以 直接 使 用 模拟 低 通 滤波 器 完成 数字 高 通 、 带 通 和 带 阻 滤波 器 的 设计 ,这 需 
要 构建 从 模拟 低 通 滤波 器 到 各 种 数字 滤波 器 的 频率 变换 关系 。 从 模拟 低 通 到 数字 低 通 的 频 
率 变 换 可 以 采用 3.4 节 介绍 的 双 线 性 变换 法 ,本 节 主 要 讨论 从 模拟 低 通 到 数字 高 通 、 数 字 带 
通 和 数字 带 阻 的 频率 变换 法 。 


3.5.1 从 模拟 低 通 到 数字 高 通 的 频率 变换 


由 模拟 低 通 滤 波 器 到 模拟 高 通 滤波 器 的 变换 就 是 * 变量 的 侄 量变 换 。 设 模拟 低 通 滤波 

器 及,(5) 的 极点 为 户 一 < 十 与 , 则 模拟 高 通 滤波 器 互 。Cs ) 的 对 应 极点 为 
1 时 - 二 过 一 章 

pi a 二 Tb] a tb 

显然 ,gq; 实 部 的 符号 与 p; 实 部 的 符号 保持 一 致 。 如 果 电 ,(s) 的 全 部 极点 都 在 左 半 平 面 , 则 


HH,(s ) 的 全 部 极点 也 在 * 左 半 平面 , 即 倒 量 变换 并 不 影响 模拟 滤波 器 的 稳定 性 。 


(3.66) 
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将 倒 量 变换 用 于 数字 高 通 滤 波 器 设计 ,只 需 在 双 线 性 变换 中 用 倒数 * 取代 原 变 量 *， 
即 可 得 到 从 模拟 低 通 到 数字 高 通 的 平面 映射 关系 (以 下 简称 为 高 通 变换 ) : 


~ 一 ! 

= 到. 寺 委 (3.67) 
:二 

= 一 一 和 (3.68) 
一 
2 


在 式 (3.67) 中 , 令 :一 ij,z 一 所 ,可 得 
i .2 3cot[ 鱼 ] (3.69) 


ja 2 人 一 下 2 上 赔 一 e 诬 
即 
2 = 一 二 cot( 号 】 (3.70) 
因为 正 负 边界 频率 是 对 称 的 ,所 以 求 模拟 边界 频率 时 通常 用 下 列 频率 变换 关系 : 
0 一 了 cot( 提 ] (3.71) 
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3-20 ”模拟 低 通 -数字 高 通 频率 变换 


式 (3.70) 的 频率 变换 关系 如 图 3-20 所 示 , 图 中 横 轴 和 纵 轴 上 的 粗 线 分 别 表示 数字 滤波 
器 和 模拟 滤波 器 的 通 带 。 由 图 可 见 ,该 频率 变换 关系 将 模拟 滤波 器 的 正 低频 通 带 [0,0Q.] 映 
射 为 数字 滤波 器 的 负 高 频 通 带 [一 r, 一 oo] ,将 模拟 滤波 器 的 负 低频 通 带 [一 02.,0] 映 射 为 数 
字 滤 波 器 的 正高 频 通 带 [Lw.,z] ,实现 了 从 模拟 低 通 到 数字 高 通 的 频率 转换 。 

下 面 考察 高 通 变 换 的 稳定 性 。 将 ;==o 十 jQ 代入 式 (3. 68) ,并 在 等 式 两 边 取 模 ,得 


2 
(+ 却 ] 十 9z 


de 
I 


显然 , 当 o<0 时 ,|z| 二 1; 当 o>0 时 ,|z| 二 1。 即 s 左 半 平面 映射 到 < 平面 单位 圆 的 内 部 ,s 
右 半 平面 映射 到 x 平面 单位 圆 的 外 部 。 因 此 ,稳定 的 模拟 滤波 器 经 过 高 通 变换 后 ,得 到 的 数 


(3.72) 
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字 滤 波 器 也 是 稳定 的 。 

例 3-14 用 双 线 性 变换 法 设计 一 个 巴特 沃 斯 数字 高 通 滤波 器 ,其 性 能 指标 如 下 : 采样 
频率 f. 二 8000Hz; 通 带 边 界 频 率 f. 二 2000Hz, 阻 带 边界 频率 广 =1000Hz, 通 带 波动 8== 
3dB, 阻 带 最 小 衰减 At 二 20dB。 

解 : 首先 ,用 预 畸 变 公式 计 算 模 拟 低 通 滤 波 器 的 边界 频率 : 

T we 于 1 天 T nx 于 
人。 zeot( 全 ] feot(#(2r#)) Seot( 皇 ) 2 

下 wr 下 1 A 到 LN 四 
人 0， 了 or 人生) Zeot[( 去 (2 大) 了 eol 可) 2.414 欠 可 


然后 , 求 模拟 低 通 滤波 器 的 系统 函数 。 因 为 巴特 沃 斯 滤波 器 在 过 渡 带 内 的 幅 频 响应 每 
倍 频 程 衰减 约 6NdB, 所 以 


6N log: 人 一 6Nlog:2.414 之 20 一 3 


ce 


解 得 N=3, 因 此 选择 三 阶 巴特 沃 斯 滤波 器 。 
三 阶 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 归 一 化 系统 函数 为 


1 
呈 十 2s 十 2s: 十 1 


因为 滤波 器 的 通 带 波动 为 34B, 所 以 Q, 一 0. 一 二, 从 而 
的 系统 函数 为 


H,(s) = 


六 pe 
A 二 5， 因此 模拟 低 通 器 


1 
| 2 他 2 (条 | 他) 
最 后 ,将 高 通 变换 关系 代入 昌 ,(s) , 即 可 得 到 数字 滤波 器 的 系统 函数 : 


1 
We ~—l ~—l \2 ~—l \3 
I 1+2( 二 (es j + 】 


一 1—z 1—z! 


C= 由 一 ks ss 


HA 


H(z)= H.,(s) 


6 二 22 6 二 22 
0.1667 一 0.5z-!: 十 0.5z- 一 0.1667z- 
1 十 0.3333z- 


该 数字 高 通 滤波 器 的 幅 频 特 性 如 图 3-21 所 示 , 由 图 可 见 ,该 滤波 器 在 阻 带 边界 频率 
1000Hz 处 的 衰减 值 超过 20dB, 符 合 性 能 指标 的 要 求 。 


3.5.2 ”从 模拟 低 通 到 数字 带 通 的 频率 变换 


在 从 模拟 低 通 滤波 器 到 数字 带 通 滤波 器 的 变换 中 ,将 2=0 映射 到 数字 带 通 滤波 器 的 
正 负 中 心 频率 士 w。 上 ,将 0 二 一 呈 映 射 到 数字 域 的 w= 一 + 和 w= 二 十 0 上 .将 0 二 十 映射 
到 数字 域 的 w 二 一 0 和 ww 二 x 上 ,即将 模拟 域 (一 ,十 吕 ) 同 时 映射 到 数字 域 ( 一 x*,0) 和 (0， 
x) 上。 满足 上 述 要 求 的 双 线 性 变换 为 
z—e%)(z—em) 于 一 2zcoswo 十 1 
de z:—1 


(3.73) 


二 
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1 1 
1 1 
1 1 
1 
-=--- 3----F---+--- 二 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 


出 
[=2 
' 
1 
1 
pe pe 


图 


i 1 
1 1 
1 1 
1 
4----F---+--- 二 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 


频率 /Hz 
图 3-21 用 高 通 变换 法 设计 的 数字 高 通 滤波 器 的 幅 频 特 性 
在 式 (3.73) 中 , 令 *=j0,z 一 ep , 可 得 


el 一 2ewcoswo 十 1 ee 一 2coswo 十 em 2cosw— 2coswo 
ee 一 1 em 一 ea 2jsinw 


(3.74) 


即 
COswo 一 COSw 

Sinw 

式 (3.75) 的 带 通 频率 变换 关系 如 图 3-22 所 示 , 图 中 横 轴 和 纵 轴 上 的 粗 线 分 别 表 示 数 字 
滤波 器 和 模拟 滤波 器 的 通 带 。 由 图 可 见 ,该 频率 变换 关系 将 模拟 滤波 器 的 低频 通 带 [一 Q.， 
0Q.] 同 时 映射 为 数字 滤波 器 的 负 通 带 [ 一 w ,一 wi] 和 正 通 带 [wi ,ws*] ,实现 了 从 模拟 低 通 到 数 
字 带 通 的 频率 转换 。 

在 设计 数字 带 通 滤波 器 时 ,性 能 指标 只 会 给 出 通 带 上 下 边界 频率 mw 和 w, 的 值 ,而 通 带 
中 心 频率 w。 则 需要 通过 计算 得 到 。 由 图 3-22 可 知 ,模拟 边界 频率 Q. 和 一 2. 分 别 对 应 数 
字 边 界 频率 w 和 wi ,因此 


0 一 (3.75) 


0. = 一 (3.76) 
Sinw» 
—0. = So 一 cose C27 
sinwi 
因为 2. 和 一 Q. 是 模拟 低 通 的 一 对 镜像 频率 ,它们 互 为 相反 数 , 所 以 
CO = COSw» = COSw] (3.78) 
SInc)2 SiNw1 
从 而 
Gostoy, = ot (3.79) 


sinwl 十 sinws 
通过 式 (3. 79) 求 得 数字 中 心 频率 we 后 , 即 可 用 式 (3. 76) 求 模拟 低 通 滤波 器 的 边界 频率 Q.。 

下 面 考查 带 通 变换 的 稳定 性 。 将 ;==o 十 jQ 和 > 一 re 代入 式 (3.73) ,得 
re” 一 2rewcoswo 十 1 


c 二 ij = 四 (3. 80) 
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ho 


3-22 ”模拟 低 通 -数字 带 通 频率 变换 


从 而 
i (r2 一 A 二 2rcoswcoswo 十 1) ee 2r(r? Se 一 2r2sin(2w) 
六 一 2rcos(2w) 十 1 二 一 2 六 cos(2w) 十 1 
《3.81)》 
手巧 
到 (21) (r 一 1)2 十 2r(] 一 coswcoswo) (3.82) 


”( 二 1 二 2550 一 cos(2o)) 
显然 ,x 的 模 r 的 大 小 由 的 实 部 e 的 符号 决定 , 当 c<0 时 ,r<<1; 当 c>0 时 ,1。 

即 * 左 半 平 面 映射 到 < 平面 单位 圆 的 内 部 ,s 右 半 平 面 映射 到 > 平面 单位 圆 的 外 部 。 因 
此 ,稳定 的 模拟 滤波 器 经 过 式 (3.73) 的 带 通 变换 后 ,得 到 的 数字 滤波 器 也 是 稳定 的 。 

例 3-15 用 双 线 性 变换 法 设计 一 个 巴特 沃 斯 数字 带 通 滤波 器 ,其 性 能 指标 如 下 : 采样 
频率 f, 二 6000Hz, 通 带 边界 频率 f= 二 1000Hz 和 fz 二 2000Hz, 阻 带 边界 频率 f= 二 500Hz 
和 fw 二 2500Hz, 通 带 波动 6 二 3dB, 阻 带 最 小 衰减 At 二 18dB。 

解 : 首先 确定 数字 带 通 滤波 器 的 通 带 和 阻 带 角 频率 : 


fu 1 fe 2 fn fe 5 
2 大 3 Ce2 2r 大 3™ Wa 2r 天 6 2r 元 6 


然后 求 数字 带 通 滤波 器 的 中 心 频率 : 


i 
sin(wa 二 wez ) SH 3 


Wa 


0 Sinwa 十 sinwes sin 十 sin Ee 
3 3 
再 求 模拟 低 通 滤波 器 的 通 带 边界 角 频 率 Q. 和 阻 带 边 界 角 频 率 Q,: 
2 
0 COSwo 一 COSce2 9s ci V3 Lad/s 
“ sinwes 3 


sin x 
3 
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0 一 cos Le 


COswo 一 COsw, - 
Qa 和 a V3rad/s 
Sn Si 
~ 6 
$ 
| 6 0— 0 
COSwo 一 COSC) 
i es V3rad/s 
Sinwrs 
sin 8 


因为 巴特 沃 斯 滤波 器 在 过 渡 带 内 的 幅 频 响应 每 倍 频 程 衰减 约 6NdB, 所 以 
6N logs 一 6Nlog:3 壹 18 一 3 


解 得 N 三 2, 因 此 选择 二 阶 巴 特 沃 斯 滤波 器 。 
二 阶 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 归 一 化 系统 函数 为 
i 
5s3 十 V251 十 1 
因为 滤波 器 的 通 带 波动 为 34B, 所 以 9, 一 2., 从 而 % 一 半 一 VSs, 因 此 模拟 低 通 滤波 器 


的 系统 函数 为 


Hn 二 


1 
H.,.(s) = 一 一 一 一 一 
(3s) 十 V6s 十 1 


因为 cosw 一 0, 所 以 带 通 变换 关系 式 (3. 73) 可 以 转化 为 * 一 所 十, 将 其 代入 H,(3), 即 
可 得 到 数字 滤波 器 的 系统 函数 ; 
| 
H(z)= H.,(s) 2 : 
” “1 于 KE 是 过 十 1 
< 3 C2 — 1) 十 V6 2 i1t! 


zz: 一 2z* 十 1 
(4 十 V6)z* 十 4z? 十 4 一 V6 


0; 15511— 0:310lz™* 十 0.1551z 
1 十 0.6202z™ 十 0.2404z™ 


该 数字 带 通 滤波 器 的 幅 频 特性 如 图 3-23 所 示 , 由 图 可 见 ,该 滤波 器 在 阻 带 边界 频率 
500Hz 和 2500Hz 处 的 衰减 值 约 为 19dB, 符 合 性 能 指标 的 要 求 。 


3.5.3 从 模拟 低 通 到 数字 带 阻 的 频率 变换 


用 :取代 带 通 变换 关系 式 (3.73) 中 的 *, 即 可 得 到 从 模拟 低 通 到 数字 带 阻 的 双 线 性 平 
面 映射 关系 : 


2 
| 
一 一 一 《3. 83 
zx? 一 2zcoswo 十 1 ’ 


在 式 (3. 83) 中 , 令 s 二 jQ ,zx 二 e”, 即 可 得 到 频率 变换 关系 : 


Be (3.84) 
COSaw 一 COswo 


其 中 ,o 是 数字 滤波 器 阻 带 的 中 心 频率 ,计算 公式 为 
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图 3-23 用 带 通 变换 法 设计 的 数字 带 通 滤波 器 的 幅 频 特性 


sin(w 十 oz ) 
sinwi 十 sinw» 


式 (3. 84) 的 带 阻 频率 变换 关系 如 图 3-24 所 示 , 图 中 横 轴 和 纵 轴 上 的 粗 线 分 别 表示 数字 
滤波 器 和 模拟 滤波 器 的 通 带 。 由 图 可 见 , 该 频率 变换 关系 将 模拟 滤波 器 的 正 低频 通 带 [0， 
9.] 同 时 映射 为 数字 滤波 器 的 负 高 频 通 带 [ 一 r' 一 w] 和 正 低 频 通 带 L0,ow ] ,将 模拟 滤波 器 
的 负 低 频 通 带 [一 Q.,0] 同 时 映射 为 数字 滤波 器 的 负 低频 通 带 [一 w,0] 和 正高 频 通 带 
[os ,可 ,实现 了 从 模拟 低 通 到 数字 带 阻 的 频率 转换 。 
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(3.85) 


Coswo 一 


3-24 ”模拟 低 通 -数字 带 阻 频 率 变 换 


将 *=c 二 ji2 和 < 二 re* 代 入 式 (3. 83), 可 以 发 现 = 的 模 > 的 大 小 由 s 的 实 部 o 的 符号 决 
定 , 当 c<0 时 ,r<1; 当 c>0 时 ,r>1。 即 s 左 半 平 面 映射 到 平面 单位 圆 的 内 部 ,s 右 半 平 
面 映射 到 > 平面 单位 圆 的 外 部 。 因 此 ,稳定 的 模拟 滤波 器 经 过 式 (3.73) 的 带 阻 双 线 性 变换 
后 ,得 到 的 数字 滤波 器 也 是 稳定 的 。 
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例 3-16 用 双 线 性 变换 法 设计 一 个 巴特 沃 斯 数字 带 阻 滤波 器 ,其 性 能 指标 如 下 : 采样 
频率 f. 二 6000Hz, 通 带 边界 频率 六 二 500Hz 和 fo 二 2500Hz, 阻 带 边界 频率 ff 二 1000Hz 
和 fi 二 2000Hz, 通 带 波动 6 二 3dB, 阻 带 最 小 衰减 At 一 18dB。 

解 : 首先 确定 数字 带 阻 滤波 器 的 通 带 和 阻 带 角 频 率 : 


fa LD fe 5 fn 1 fu 2 
Wal 2r 大 Ns ez 2 2 六 3 2 大 3 


然后 求 数字 带 阻 滤波 器 的 中 心 频率 : 


wT 号 
sin(wa 十 oo ) sin[ 二 十 加 


COswo 3 二 0 
Sinwa 十 sinwe sin Br 十 sin Br 
青 求 模拟 低 通 滤波 器 的 通 带 边界 角 频 率 2. 和 阻 带 边 界 角 频 率 0,: 
a 
= Sinwal 2 Ge V3 Lad/s 
” coswu 一 cosw Coslr_ 0o 3 
6 
< 
村 sin 了 
Qa Smo V3rad/s 
Coswa — coswo (Cos "一 0 
: 
要 sin 3 
Oo So V3rad/s 
COswrz 一 COswo cos 3 一 0 
因为 巴特 沃 斯 滤波 器 在 过 渡 带 内 的 幅 频 响应 每 倍 频 程 衰减 约 6NdB, 所 以 
6N log: 人 一 6Nlog:3 二 18 一 3 


解 得 N 三 2, 因 此 选择 二 阶 巴特 沃 斯 滤波 器 。 
二 阶 巴特 沃 斯 低 通 滤波 器 的 归 一 化 系统 函数 为 
1 
习 十 Vs 十 1 
因为 滤波 器 的 通 带 波动 为 34B, 所 以 0 一 Q., 从 而 5 一 闻 一 /3s, 因 此 模拟 低 通 滤波 器 


的 系统 函数 为 


H.(s) = 


一 
(3s)* +V6s+1 


因为 cosw 一 0 所 以 带 阻 变换 关系 式 (3. 83) 可 以 转化 为 * 一 所 二 ,将 其 代入 HG5), 即 
可 得 到 数字 滤波 器 的 系统 函数 ， 
HW= H.C)| , 


= 


zt 十 2z? 十 1 
(4 十 V6)zt 一 4z? 十 4 一 V6 
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0 15511 直 0 3101z” 和 十 0Q 551le 
1 一 0.6202z: 十 0. 24042 


该 数字 带 阻 滤波 器 的 幅 频 特性 如 图 3-25 所 示 , 由 图 可 见 ,该 滤波 器 在 阻 带 边界 频率 
1000Hz 和 2000Hz 处 的 衰减 值 约 为 19dB, 符 合 性 能 指标 的 要 求 。 


3-25 用 带 阻 变换 法 设计 的 数字 带 阻 滤波 器 的 幅 频 特性 


3.6 数字 -数字 频带 变换 法 


在 频带 变换 法 中 ,除了 可 以 使 用 模拟 低 通 滤波 器 完成 数字 高 通 、 带 通 和 带 阻 滤波 器 的 设 
计 外 ,还 可 以 对 一 个 已 有 的 原型 数字 低 通 滤波 器 进行 数字 域 的 频率 变换 ,得 到 各 种 类 型 的 目 
标 数字 滤波 器 ,包括 低 通 高通. 带 通 和 带 阻 滤波 器 。 这 种 从 低 通 数字 滤波 器 到 各 种 类 型 数 
字 滤 波 器 的 频带 变换 ,也 称 为 = 平面 变换 法 。 

给 定数 字 滤波 器 的 低 通 原型 系统 函数 昌 , (x) ,通过 频率 变换 ,可 得 到 各 种 不 同类 型 的 数 
字 滤 波 器 及 (<) ,这 种 变换 将 电 ,(z) 的 < 平面 映射 变换 到 万 (x) 的 < 平面 为 了 区 分 变换 前 
后 两 个 不 同 的 < 平面 ,将 变换 前 的 < 平面 定义 为 w 平面 , 则 从 v 平面 到 > 平面 的 映射 关系 可 


表示 为 
ul! 一 GD) (3. 86) 
其 中 ,G(Cz ) 是 平面 变换 函数 。 将 式 (3. 86) 代 入 低 通 原型 系统 函数 电 ,(u) , 即 可 得 到 目标 
数字 滤波 器 的 系统 函数 : 
H(z) = H,(u) (C3287) 
l=G( 1!) 


平面 变换 函数 G(z :) 必 须 满足 两 个 基本 原则 : 
(1) 稳定 性 要 求 , 即 "平面 单位 圆 的 内 部 必须 对 应 = 平面 单位 圆 的 内 部 。 
(2) 频率 响应 要 求 , 即 x 平 面 的 单位 圆 必 须 映 射 到 > 平面 的 单位 圆 上 。 
(3) 如 果 用 9 和 w 分别 表示 x 平面 和 > 平面 的 数字 角 频 率 , 那 么 根据 频率 响应 要 求 ,在 
单位 圆 上 式 (3. 86) 可 以 表示 为 
e¥ =G(er)=|G(eY) | er (3. 88) 


第 3 章 无 限 长 单位 脉冲 响应 滤波 器 的 设计 方法 | 145 


其 中 ,gl(w) 是 Gle”) 的 相位 函数 。 为 了 使 式 (3. 88) 成 立 ,平面 变换 函数 G(z :) 在 单位 圆 上 
的 幅度 必须 恒 等 于 1, 即 


|G(e*) |=1 (3. 89) 
这 样 的 函数 称 为 全 通 函 数 。 任 何 全 通 函 数 都 可 以 表示 为 
N 己 | 和 
=Gtz)= 主 ][ = 一 < (3.90) 
wi 一 总 忆 


其 中 ,a; 是 G(z 7 ) 的 极点 ,可 以 是 实数 ,也 可 以 是 共 思 复数 ,但 必须 保证 在 单位 圆 内 , 即 
lai| 达 1, 以 保证 变换 的 稳定 性 不 变 ; G(x ') 的 所 有 零点 都 是 极点 的 共 罗 倒数 ; N 称 为 全 通 
函数 的 阶 数 。 

下 面 证 明 全 通 函 数 符合 稳定 性 要 求 和 频率 响应 要 求 。 不 妨 设 N=1,x==re”* ,a 一 rie™， 
在 全 通 函 数 两 边 取 模 ,得 


(站 cosw — ricosw;) + jCrisinw — 1 sinw) 开 十 一 一 2rr cos(w; — w) 
lw | = i = -2 Pp 
L1 一 rr icos(w 一 o] 一 jLrnrsinCw — w)] 1 十 好 2rir cos(ows — w) 
《3 人 


从 而 

到 十 过 一 2rircos(w — w) 
rir? 十 1 一 2rircos(w; 一 ow) 
因为 于 十 到 一 (于 r2 十 1) 王 (于 一 1)(1 一 玫 ), 且 天 三 lo 一 1, 所 以 当天 1 时 ,于 十 天 一 天 十 
1, 从 而 |u| 过 1, 反 之 也 成 立 ; 当 r 一 1 时 ,于 十 过 一 对 于 十 1, 从 而 |z| 王 1 ,反之 也 成 立 ; 当 z>1 
时 ,于 十 党 之 天 于 十 1, 从 而 lx 之 1, 反之 也 成 立 。 即 全 通 函 数 将 wx 平面 的 单位 圆 内 部 映射 到 
< 平面 单位 圆 的 内 部 ,将 “平面 的 单位 圆 映 射 到 > 平面 的 单位 圆 上 ,将 “平面 的 单位 圆 外 部 
有 映射 到 > 平面 单位 圆 的 外 部 ,因此 全 通 变 换 满足 稳定 性 要 求 和 频率 响应 要 求 。 

若 阶 数 N>1, 则 |x| 的 表达 式 是 N 项 的 乘积 。 当 到 1 时 ,每 一 乘积 项 都 小 于 1, 因 而 
ul 二 1; 当 r==1 时 ,每 一 乘积 项 都 等 于 1, 因 而 r=1; 当 r>1 时 ,每 一 乘积 项 都 大 于 1, 因 而 
zd| 二 1。 因 此 ,对 任意 阶 数 N, 全 通 变换 都 满足 稳定 性 要 求 和 频率 响应 要 求 。 

可 以 证 明 , 当 w 从 0 变化 到 x 时 ,全 通 函 数 的 相 角 p(o) 的 变化 量 为 Nr, 因 此 可 以 根据 
相 角 的 变化 情况 ,选择 全 通 变换 的 阶 数 N。 不同 的 阶 数 N 和 常数 a;, 对 应 不 同 的 < 平面 
变换 。 


3.6.1 从 数字 低 通 到 数字 低 通 的 频率 变换 


在 从 数字 低 通 到 数字 低 通 的 频率 变换 中 ,原型 滤波 器 如,(x) 和 目标 滤波 器 及 (zx) 都 是 
低 通 滤波 器 ,只 是 边界 频率 不 同 。 当 0 从 0 变化 到 x 时 ,o 也 从 0 变化 到 ,所 以 全 通 函 数 的 
阶 数 N= 二 1。 又 因为 全 通 函 数 需 满足 边界 条 件 G(1) 二 1 和 G( 一 1) 一 一 1, 所 以 


re 
A < (3.93) 
一 QZ 


其 中 ,实数 a 满足 |a| 二 1。 在 式 (3.93) 中 , 令 w 二 ,xz 二 e*, 即 可 得 到 单位 贺 上 的 频率 变换 
关系 : 


EI (3.92) 


er?= (3.94) 


从 而 


146 去 | 数字 信号 处 理 


本 
a 已 a 


i (3.95) 
于 是 
es & 十 cosg 一 jsinb 2c 十 (1 十 o2)cosb (1 —a)sing (3.96) 
1 十 acosb 一 jasin0 a 十 2acos0 十 1 Qa? 十 2acos0 十 1 
因此 


esi 
2x 十 (1 十 < 2 ) (3.97) 


arccos( az 十 2acosb 十 1 
式 (3. 97) 的 频率 变换 关系 如 图 3-26 所 示 。 除 a 二 0 外 ,频率 变换 都 是 非 线性 关系 , 当 
a>0 时 ,该 变换 对 频带 进行 压缩 ; 当 w<0 时 ,该 变换 对 频带 进行 扩张 。 但 是 对 幅度 响应 为 
分 段 常数 的 滤波 器 ,变换 后 仍 可 得 到 幅度 响应 为 分 段 常数 的 滤波 器 。 
wh 


| 
1 
| 
1 
| 
1 
1 
1 
| 
0 tz 0 
图 3-26 ”从 数字 低 通 到 数字 低 通 的 频率 变换 关系 
将 原型 低 通 滤波 器 的 边界 频率 9. 和 目标 低 通 滤波 器 的 边界 频率 we 代入 式 (3. 94), 即 
可 得 到 参数 a 的 计算 公式 : 


人 一 
0 上 本 c e 
Eo— ee ei 一 er sin( 2 


Oto) — fe Be. 
@ i 1 eo sin <] 


(3.98) 


a 


用 上 式 得 到 参数 a 后 ,将 式 (3.93) 代 入 甩 ,(w), 即 可 得 到 目标 数字 低 通 滤波 器 的 系统 函数 
HH(z)。 显 然 , 在 这 种 设计 方法 中 ,目标 滤波 器 的 通 带 波动 和 阻 带 最 小 衰减 是 不 可 调整 的 ,由 
原型 低 通 滤波 器 妃 ,(z) 决 定 。 


3.6.2 从 数字 低 通 到 数字 高 通 的 频率 变换 

在 式 (3. 93) 中 ,用 一 = 替换 =, 则 单位 圆 上 的 频率 响应 将 旋转 180", 于 是 原单 位 圆 上 的 低 
频 通 带 就 变换 为 高 频 通 带 ,从 而 得 到 从 数字 低 通 到 数字 高 通 的 平面 映射 关系 ， 

原 = 平面 上 的 低 通 就 变换 为 相应 的 高 通 , 即 


了 (一 z) 开 一 wa 2 1 十 w 


2 (3.99) 
La(— 2 1 十 oz 
在 式 (3.99) 中 , 令 wx 一 电 ,z 一 e, 即 可 得 到 单位 圆 上 的 频率 变换 关系 : 
站 三 二 人 (3. 100) 


II 十 ce 了 
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将 原型 低 通 滤波 器 的 边界 频率 0. 和 目标 高 通 滤波 器 的 边界 频率 we 代入 上 式 , 即 可 得 
到 参数 a 的 计算 公式 : 
we 十 0. 
1 + eit ceoe(“ ) 


(3.101) 


ee 二 ei 一 入 ) 
cosl 一 7 


式 (3. 100) 的 频率 变换 关系 如 图 3-27 所 示 。 除 
a 二 0 外 ,频率 变换 都 是 非 线性 关系 , 当 a 二 0 时 ,该 变 
换 对 频带 进行 压缩 ; 当 a 二 0 时 ,该 变换 对 频带 进行 扩 
张 。 该 频率 变换 将 9 的 正 低频 通 带 变换 为 w 的 负 高 频 
通 带 ,将 9 的 负 低频 通 带 变换 为 w 的 正高 频 通 带 ,实现 
了 从 数字 低 通 到 数字 高 通 的 频率 变换 。 

例 3-17 已 知 通 带 边界 频率 9. 二 0. 5x 的 数字 低 
通 滤波 器 的 系统 函数 : 
0.1667 十 0. 5w7! 十 0. 5w”? 十 0.1667u” 


-1 

Mab) 1 T03333wu™ 图 3-27 ”从 数字 低 通 到 数字 高 通 的 
求 通 带 边界 频率 w. 二 0. 57 的 数字 高 通 滤波 器 的 系统 频率 变换 关系 

函数 H(z)。 


解 : 首先 根据 式 (3. 101) , 求 变换 参数 a: 
cos (< 十 ^] cos 人 人 5 十 0. 至 ] 


2 2 
四 由 一 外 0. 5 — 0. 5n 
cos( 2 】 cos 2 】 
然后 ,将 w=0 代入 式 (3.99) ,得 到 平面 映射 关系 : 
Ee 
. 1+az™! 5 


最 后 ,将 上 式 代 入 有 H,(u™'), 即 可 得 到 数字 高 通 滤波 器 的 系统 函数 H(z): 


0.1667 十 0.5( 二 z+0.5(=2 二 0.1607 G2) 
I 让 0.3333 (= 


H(z)= H,G0) | 


0.1667 一 0.5zx 1! 十 0.5z “一 0.1667z” 
1 十 0.3333z 一 


3.6.3 从 数字 低 通 到 数字 带 通 的 频率 变换 


在 从 数字 低 通 到 数字 带 通 的 变换 中 ,将 9=0 映射 到 数字 带 通 滤波 器 的 正 负 中 心 频 率 
土 wo 上 ,将 9= 一 x 映射 到 Tt 和 w= 二 0 上 ,将 90=x 映射 到 w==0 和 w= 二 x 上 ,即将 0 域 
[一 x; 十 zj 同时 映射 到 ww 域 [一 x,0] 和 [0,x] 上 。 因 此 , 当 w 从 0 变换 到 x 时 ,9 从 一 x 变换 
到 x, 从 而 全 通 函 数 的 阶 数 N==2, 且 G(1)== 一 1. 于 是 
Gz) 1 ” 1a 三 和 全 
其 中 ,n= 二 一 2Re[aj],rs 二 |a|?。 
单位 圆 上 的 频率 变换 关系 为 


(3.102) 
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etne”tr 3.1 
a .103 
产 < 到 十 me 十 1 


将 带 通 的 边界 频率 w 和 ws (wi 一 ws) 与 其 对 应 的 低 通 原型 边界 频率 9. 和 一 和 代入 频率 变换 
关系 , 即 可 求 得 变换 参数 r, 和 7,: 


i (3. 104) 
_ 一 1 
一 和 (3. 105) 
其 中 ,a 和 分 别 为 
oa + wi 
COS 
ae 一 -一 ) (3. 106) 
os) 
k= cot[ 插 juan 区 (3. 107) 
3.6.4 从 数字 低 通 到 数字 带 阻 的 频率 变换 
在 从 数字 低 通 到 数字 带 阻 的 平面 映射 关系 为 
Go = 三 二 (3. 108) 
单位 圆 上 的 频率 变换 关系 为 


0 etne” tr (3. 109) 
ree i 十 ne 了” 十 1 “ 


将 带 通 的 边界 频率 w， 和 ws (wi 一 w,) 与 其 对 应 的 低 通 原型 边界 频率 9. 和 一 0. 代入 频率 变换 
关系 , 即 可 求 得 变换 参数 和 r: 


nn = 了 FE (3. 110) 
元 = 二 二 (3. 111) 
其 中 ,a 和 分 别 为 
ws 二 wi 
ee 2 ) 
a 一 CE .412 
cos 
2 
k= tan 人 此 了 jn 人 (3. 113) 
习题 
3-1 已 知 模拟 滤波 器 的 柄 度 平方 丽 数 &CD7) 一 入 二 二 , 求 最 小 相位 条 件 下 该 滤波 器 的 


系统 函数 H,(s)。 
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3-2 已 知 模拟 滤波 器 的 系统 函数 瑟 (*) 一 


变法 将 该 模拟 滤波 器 转换 为 数字 滤波 器 。 

3-3 用 冲 激 响 应 不 变法 设计 一 个 巴特 沃 斯 数字 低 通 滤 波 器 ,其 性 能 指标 如 下 : 采样 频 
率 f. 二 8000Hz, 通 带 边界 频率 六 一 1000Hz, 阻 带 边 界 频 率 广 一 4000Hz, 通 带 波动 6 一 3dB， 
阻 带 最 小 衰减 At 一 12dB。 


3-4 已 知 模拟 滤波 器 的 系统 函数 H(s) 二 


法 将 该 模拟 滤波 器 转换 为 数字 滤波 器 。 

3-5 用 双 线 性 变换 法 设计 一 个 巴特 沃 斯 数字 低 通 滤波 器 ,其 性 能 指标 如 下 : 采样 频率 
了 二 6000Hz, 通 带 边界 频率 f. 二 1000Hz, 阻 带 边 界 频 率 f, 二 2000Hz, 通 带 波 动 6 一 3dB, 阻 
带 最 小 衰减 At 一 27dB。 

3-6 ”用 双 线 性 变换 法 设计 一 个 三 阶 巴特 沃 斯 数字 高 通 滤波 器 ,采样 频率 六 一 2000Hz， 
3dB 边界 频率 f. 二 500Hz。 

(1) 求 原型 模拟 低 通 滤波 器 的 3dB 边界 角 频 率 0Q.; 

(2) 求 数字 高 通 滤波 器 的 系统 函数 H(z)。 

3-7 ”用 双 线 性 变换 法 设计 一 个 二 阶 巴特 沃 斯 数字 带 通 滤波 器 , 通 带 边界 频率 为 wu 一 
0.25r 和 ws 二 0.75xHz, 通 带 波动 6=3dB。 

(1) 求 原型 模拟 低 通 滤波 器 的 3dB 边界 角 频 率 Q.; 

(2) 求 数字 带 通 滤波 器 的 系统 函数 H(z)。 

3-8 ”用 双 线 性 变换 法 设计 一 个 二 阶 巴特 沃 斯 数字 带 阻 滤 波 器 , 通 带 边界 频率 为 wu = 
0.25r 和 wo 二 0.75xHz, 通 带 波动 6==3dB。 

(1) 求 原型 模拟 低 通 滤波 器 的 3dB 边界 角 频 率 Q.; 

(2) 求 数字 带 阻 滤波 器 的 系统 函数 H(z)。 

3-9 已 知 通 带 边界 频率 9. 二 0. 375x 的 数字 低 通 滤波 器 的 系统 函数 : 


0.3424z 十 0.1584z 
1 一 0.8884x 十 0.4866u 一 0.0948x 


求 通 带 边界 频率 为 .二 0. 625x 的 数字 高 通 滤波 器 的 系统 函数 五 (>) 。 
3-10 已 知 通 带 边界 频率 0. 二 0. 5x 的 数字 低 通 滤波 器 的 系统 函数 : 


0.1667 十 0.5zx 十 0.5ux 十 0.1667u 
1 十 0.3333x 


求 通 带 边界 频率 为 wi 一 0.25x 和 wi 二 0.75x 的 数字 带 通 滤波 器 的 系统 函数 H(z)。 
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CHAPTER 4 


滤波 器 的 设计 方法 


本 章 内 容 提 要 
本 章 主 要 讲解 有 限 长 单位 脉冲 响应 (FIR) 滤 波 器 的 设计 方法 ,包括 窗 函 数 法 和 频率 采 
样 法 。FIR 滤波 器 是 一 种 特殊 的 数字 滤波 器 , 它 的 输出 只 与 输入 及 其 延迟 有 关 ,而 与 输出 信 
号 的 延迟 无 关 , 即 不 存在 输出 信号 的 反馈 ,其 差分 方程 为 
M 
y(n) = > Orz 一 让 (4.1) 


其 中 ,M 是 FIR 滤波 器 的 阶 数 。 显 然 , 式 (4. 1) 既 是 差分 方程 ,也 是 卷 积 运算 ,差分 方程 的 系 
数 b; 就 是 单位 脉冲 响应 h(n) 的 第 i 个 值 。 在 FIR 滤波 器 设计 中 ,习惯 上 用 N 表示 用 (n) 的 
长 度 , 即 N 二 M 十 1, 因 此 式 (4.1) 可 以 改写 为 


N=1 
yn) = Dbizn—i) 《到 动 
在 式 (4.2) 两 边 取 2 亚 换 , 即 可 得 到 FIR 滤波 器 的 系统 函数 : 
N-—1 
H(z) = Dobe™ (4.3) 


FIR 滤波 器 的 系统 函数 也 (z) 只 在 平面 的 原点 处 存在 一 个 (N 一 1) 阶 极点 ,在 平面 
的 其 他 区 域 不 存在 其 他 极点 ,因而 FIR 滤波 器 总 是 稳定 的 。 此 外 ,因为 FIR 滤波 器 的 单位 
脉冲 响应 h(n) 是 有 限 长 的 ,所 以 总 可 以 通过 适当 的 移 位 得 到 因果 的 h(n), 因 此 FIR 滤波 器 
总 是 可 实现 的 。 除 了 稳定 可 实现 外 ,FIR 滤波 器 的 另 一 个 突出 优点 是 ,在 满足 一 定 的 对 称 条 
件 下 ,可 以 实现 严格 的 线性 相位 ,这 是 IIR 滤波 器 难以 做 到 的 。 系 统 的 线性 相位 特性 在 实际 
应 用 中 有 非常 重要 的 意义 。 例 如 ,在 数据 通信 、 图 像 处 理 等 领域 ,通常 要 求 信号 在 传输 过 程 
中 不 能 有 明显 的 相位 失真 ,否则 会 导致 输出 信号 的 时 域 波形 发 生 严重 失真 。 因 此 ,线性 相位 
FIR 滤波 器 得 到 了 广泛 应 用 。 需 要 说 明 的 是 ,普通 FIR 滤波 器 并 不 具有 线性 相位 特性 ,只 
有 当 单 位 脉冲 响应 h(n) 满 足 一 定 的 对 称 条 件 时 ,其 相 频 响应 才 是 线性 的 。 在 FIR 的 实际 应 
用 中 ,一 般 都 要 求 其 具有 线性 相位 特性 ,因此 本 章 只 讨论 线性 相位 FIR 滤波 器 设计 。 


4.1 线性 相位 FIR 滤波 器 的 特点 


设 XCe") 是 系统 输入 信号 rzCz) 的 离散 时 间 傅 里 叶 变换 (DTFT) , 则 输入 信号 x(x) 可 以 
表示 为 


第 4 章 ， 有 限 长 单位 脉冲 响应 滤波 器 的 设计 方法 | 151 


Ee | | XCe) | ett qo (4.4) 


其 中 ,%(wo) 是 XCe) 的 相位 。 
设 线性 时 不 变 系统 的 频率 响应 为 五 (e") , 则 输出 信号 可 以 表示 为 


yi) = a | XCe*) |» HC) ert te qo 人 


其 中 , 实 函 数 及 (ww) 是 有 H(e?) 的 幅度 函数 ,可 以 是 正 值 ,也 可 以 是 负 值 , 且 |H(w)|==|H(e)|。 
当 五 (wo) 为 负 值 时 ,系统 将 当前 频率 处 的 输出 信号 幅度 设置 为 负 值 , 这 相当 于 给 输出 信 
号 的 相位 增加 180 "的 相 移 。 在 线性 FIR 滤波 器 设计 中 , 当 wE[0,x] 时 ,理想 滤波 器 的 幅度 
函数 Ha(w) 宇 0; 当 wE[ 一 x,0] 或 w€E[x,2x] 时 ,Ha(w) 的 符号 由 它 的 对 称 性 决定 。 但 是 ， 
由 于 时 域 截断 的 影响 ,在 区 间 [0,x] 上 ,实际 滤波 器 的 幅度 函数 及 (w) 仍 然 会 出 现 负 值 (在 零 
附近 小 幅度 振荡 )。 
如 果 系 统 的 相 频 特性 pg(w) 是 线性 的 ,那么 P(o) 与 w 成 正比 , 即 


rN (4.6) 
其 中 ,a 是 相位 常数 。 将 式 (4. 6) 代 入 式 (4. 5) ,得 
y(n) = | | X Ce) | HO) etote] dw (4.7) 


显然 ,此 时 x(n) 的 各 频率 成 分 都 延迟 a 个 单位 ,这 可 以 保证 输出 信号 的 各 频率 成 分 释 加 时 
不 会 发 生 时 域 错乱 。 如 果 系 统 的 幅 频 函数 为 常数 1, 即 H(w) 二 1, 那 么 输出 信号 y(n) 就 是 
输入 信号 x(x) 的 延迟 ,延迟 时 间 为 a, 因 此 a 也 称 为 群 延迟 常数 。 如 果 系 统 的 相 频 特性 p(w) 
是 非 线性 的 ,那么 z(n) 的 各 频率 成 分 就 会 延迟 不 同 的 单位 ,这 些 成 分 释 加 后 形成 的 输出 信 
号 的 时 域 波形 就 会 发 生 严 重 失 真 ,这 在 图 像 处 理 等 领域 是 不 允许 的 。 

系统 的 群 延迟 re 定义 为 


a 和 (4.8) 
如 果 群 延迟 re 等 于 常数 a, 那么 
gp(o) = B—aw (4.9) 


其 中 ,常数 8 是 附加 相位 。 只 有 当 附 加 相位 8 为 某 些 特殊 值 时 , 群 延迟 为 常数 的 系统 才 是 线 
性 相位 系统 。 


4.1.1 线性 相位 条 件 
首先 ,将 FIR 滤波 器 的 频率 响应 囊 (e" ) 分 解 为 幅度 函数 也 (w) 和 相位 函数 g(w) 的 
形式 : 
H(e”*) = Foe” = H(wer®™” (4. 10) 


其 中 ,h(n) 是 FIR 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 。 
然后 ,将 式 (4. 6) 的 线性 相位 条 件 代入 式 (4. 10) ,得 


N=1 


Hlwe™ = Phe (4.11) 
因为 上 式 左右 两 边 的 实 部 和 虚 部 分 别 相等 ,所 以 它们 的 比值 也 相等 ,从 而 
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N— 


i h(n)sin(an) 
sin(aw n=0 
cos(aw) “ 忆 ; 人 
h(n)cos(wn) 
于 是 
N= N=-—1 
Dh sinCaw) cosan) = DY hn)sin(an) cos(aw) (4.13) 
n=0 n=0 
因此 
N-—1 
DhGVsinLCa— nw]=0 (4.14) 
n=0 
因为 sin[ (a 一 rw] 以 a 为 中 心 旦 奇 对 称 , 所 以 有 h(n) 以 a 为 中 心 呈 偶 对 称 , 即 
_N-1 
= (4. 15a) 
hln)=h(N—1—n), 0O<n<N-—1 (4.15b) 
显然 ,对 满足 式 (4.6) 的 线性 相位 系统 , 群 延迟 常数 为 了 , 即 滤波 器 阶 数 的 一 半 。 
如 果 相 位 函数 p(w) 存 在 附加 相位 8, 即 满足 式 (4.9) ,那么 
N=1 
PhovsinL(a—mow—p]=0 (4.16) 
n=0 


当 B= 土台 时 ,sin[(a 一 1)w 一 月 以 a 为 中 心 呈 偶 对 称 ,所 以 h(x) 以 a 为 中 心 旦 奇 对 称 , 即 


N—1 


“一 一 7 (4. 17a) 
= 主 地 : (4. 17b) 
h(n) =—h(N—1—n), 0<n<N-—1 (4, 17c) 


显然 ,对 满足 式 (4.9) 的 线性 相位 系统 , 群 延迟 常数 仍然 是 滤波 器 阶 数 的 一 半 , 而 且 还 产生 一 
个 90" 的 相 移 。 这 种 使 所 有 频率 的 相 移 都 为 90 的 网 络 , 称 为 90" 移 相 器 或 正 交 变换 网 络 , 它 


与 理想 低 通 滤波 器 理想 微分 器 一 样 ,具有 重要 的 理论 和 实际 意义 。 
4.1.2 幅度 特性 


线性 相位 FIR 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 h(n) 有 偶 对 称 和 奇 对 称 两 种 条 件 , 即 式 (4. 15b) 
和 式 (4.17c), 而 h(n) 的 长 度 N 有 奇数 和 偶数 两 种 情况 ,因此 h(n) 有 四 种 情况 。 下 面 分 别 


讨论 每 种 情况 下 线性 相位 FIR 滤波 器 的 幅度 函数 态 (w) 的 对 称 特性 。 
1. h(n) 偶 对 称 ,N 为 奇数 
将 偶 对 称 条 件 (wD) 二 h(N 一 1 一 n) ,0 二 n 壹 N 一 1 代入 式 (4. 10) ,得 


N-—1 本 N—1 Ma N-—1 
Hle®”)= Dh Ve™ = Phe + (NE) ) 十 hn)e™ 
per w=0 = 

N-3 N-3 


> MN=1 Nl EE 
= Dawew +al je + DN De 


n=0 n=0 
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所 = AN-1 二 
Dh +4( 了 一 号 ) 可 De 
n=0 


再 
= Dh [er 十 er 1+ 4 (NF)?) 
n=0 


N-3 
; 
一 | > hn| ee row] 


Nome 


n=0 


一 ee 本 


显然 ,上 式 大 括号 中 的 表达 式 是 w 的 实 函 数 ,就 是 有 H(e*) 的 幅度 函数 及 (ww) , 即 


N-3 
< 
F 22oe[( 与] (4.18) 


N-3 
了 到 
H(w) = ho) Daveos [on— > 家] (4.19) 
而 瓦 (Ce ) 的 相位 函数 满足 式 (4.6) 和 式 (4. 15a) 的 线性 相位 条 件 , 即 
lay 一 !) (4. 20) 


下 面 考查 H(w) 的 对 称 特 性 。 令 六 一 % 一 人 ., 则 式 (4. 19) 可 以 改写 为 


Nl 
2 
H(w) ea D2 (NF + meosGm) 
m=—1 
St 
As) > (a n jeos( mw ) 
SS 
Ee 4 (NF) D2 (NF + )eosGm) (4.21) 
和 


由 式 (4.21) 可 知 ,有 H( 一 w)== 昌 (w),H(2x 一 w) 二 有 H(w), 因 此 幅度 函数 及 (w) 关 于 w=0 和 
ww 二 x 偶 对 称 ,其 图 像 如 图 4-1 所 示 。 这 类 FIR 滤波 器 可 以 用 于 实现 低 通 、 高 通 、 带 通 和 带 阻 
滤波 特性 ,其 应 用 范围 最 广 。 


图 4-1 jz) 偶 对 称 ,N 为 奇数 时 FIR 滤波 器 的 幅度 平方 函数 
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2. h(n) 偶 对 称 ,N 为 偶数 
将 偶 对 称 条 件 有 (0) 二 h(CN 一 1 一 n) ,0 和 入 N 一 1 代入 式 (4. 10) ,得 


N N 
31 Fl 


N= 
Hle®)= Phe = Phemt DN—1— me 
0 = 0 


N N_ 
,i 


号 -1 


2 
一 Dh ew 十 She 
n=0 n=0 


二 er( 守 ) Sveos[a(—£51)] (4.22) 
相位 函数 与 N 为 奇数 时 相同 , 即 
A ee (4.23) 
幅度 函数 为 


N-1 


2 


HC = Sahneos [on 一 二)] (4.24) 
n=0 


令 加 = 一 (六 一 1]), 则 式 (4 24) 可 以 改写 为 


—N+1 


2 
H(w) = a1+m]eos[o(m 一 主 )] (4.25) 
m=0 


再 令 n= 二 1 一 m, 得 


H(w) Da "jeos[o (3 "]] Duly 1 人 *]]ees[e(* 一 二 ]] 


从 而 


N 

H(w) = 224(¥— 1 +n]jcos[o(" 一 去 )] (4.27) 
由 式 (4.27) 可 知 ,及 (一 w)= 二 日 (w),H(2x 一 w) 二 一 H(w), 因 此 幅度 函数 及 (w) 关 于 w==0 偶 
对 称 ,关于 w= 二 x 奇 对 称 , 其 图 像 如 图 4-2 所 示 。 在 这 类 FIR 滤波 器 中 ,有 H(x) 二 0, 因 此 不 能 


用 于 实现 也 (x) 才 0 的 滤波 器 ,如 高 通 滤波 器 和 带 阻 滤波 器 。 
Hw) 


ey 


图 4-2 h(n) 偶 对 称 ,N 为 偶数 时 FIR 滤波 器 的 幅度 平方 函数 
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3. h(n) 奇 对 称 ,N 为 奇数 


因为 h(1) 二 一 AhCN 一 1 一 ), 且 NN 为 奇数 ,所 以 h(n) 的 中 间 项 (必须 等 于 0。 
将 奇 对 称 条 件 有 h(n) 二 一 h(N 一 1 一 n) ,0 三 n 夺 N 一 1 代入 式 (4. 10) ,得 
Ns Ns 
N-—1 2 2 
Hle”)= Phe = Phemt DhN—1— me 
会 0 气 
本 过 
= DhoVe™ t+ Dh Je 
全 0 
N-3 
Mi、 z] 让 N—1 
一 eri["( 委 )+] Panovsinfo(n—M3)] (4.28) 
0 
相位 函数 为 
gw) =。( 汪 +)- 持 (4.29) 
幅度 函数 为 
2 
H(w) = Danowsin[o(n— A ]] (4. 30) 
n=0 


令 六, 则 


N=1 

二 ~ 

Ho) = D2 (NEL tm )sinGme) D2 (SF "Jsin( jy 431) 
n=1 


m=—1 


利用 h(n) 的 奇 对 称 特性 ,得 


N-1 


~ N—1 
H(w) = > 2 (NF tn jsinGms) (4. 32) 
n=] 


由 式 (4.32) 可 知 ,H( 一 w)== 一 HH(w),H(2x 一 w)== 一 H(w), 因 此 幅度 函数 有 H(w) 关 于 w=0 
和 w= 二 x 奇 对 称 ,其 图 像 如 图 4-3 所 示 。 在 这 类 FIR 滤波 器 中 ,有 H(0) 二 有 H(x) 二 0, 因 此 只 能 
用 于 实现 带 通 滤波 器 ,不 能 用 于 实现 低 通 、 高 通 和 带 阻 滤波 器 。 


图 4-3 h(n) 奇 对 称 ,N 为 奇数 时 FIR 滤波 器 的 幅度 平方 函数 


4. h(n) 奇 对 称 ,NN 为 偶数 
将 奇 对 称 条 件 有 h(n) 二 一 h(N 一 1 一 n) ,0 过 nN 一 1 代入 式 (4. 10) ,得 
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N- 和 N_ 
1 EE 


N—1 

Hle®)= DhWe” = Phemt DN—1—me wm 
< | pe 
i 和 


JPGaDerim 十 DC hn ew 
二 人 


=0 


3 


| Sanowsin[o(n— S31)] (4. 33) 
相位 函数 与 N 为 奇数 时 相同 , 即 
p(w) =-o( 汪 -于 (4. 34) 
幅度 函数 为 
| 
HC) = Dovsin[o(n AMF)] (4. 35) 


埠 m= 一 (六 一 1 ], 则 
| 


N , | 
Hk = 21( 富 一 1+ 上 ( -证 ] (4. 36) 
CU 隐 2 772 sin[o 772 2 ] 


令 n=1 一 m, 得 


HC) 26(Y "jsin[o "]] (4.37) 
利用 h(n) 的 奇 对 称 特性 ,得 。 
N 

Ht = > zx(- 1 +n]sin[o(" 一 证]] (4. 38) 


由 式 (4.38) 可 知 ,有 (一 w) 二 一 昌 (w),H(2x 一 w) 二 HH(w), 因 此 幅度 函数 也 (w) 关 于 w==0 奇 
对 称 ,关于 w= 偶 对 称 ,其 图 像 如 图 4-4 所 示 。 在 这 类 FIR 滤波 器 中 ,及 (0) 二 0, 因 此 不 能 
用 于 实现 五 (0) 天 0 的 滤波 器 ,如 低 通 滤波 器 和 带 阻 滤波 器 。 


Hw) 


el 


图 4-4 h(n) 奇 对 称 ,N 为 偶数 时 FIR 滤波 器 的 幅度 平方 函数 


线性 相位 FIR 滤波 器 的 相 频 特性 由 h(x) 的 对 称 性 决定 , 幅 频 特性 由 有 h(n) 的 值 决定 。 
在 设计 FIR 滤波 器 时 ,为 了 得 到 线性 相位 ,必须 保持 h(n) 的 对 称 性 。 
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表 4-1 总 结 了 上 述 四 类 线性 相位 FIR 滤波 器 的 特性 ,包括 h(n) 的 对 称 性 、 相 位 函数 的 
线性 特性 .h(n) 的 长 度 、 幅 度 函数 的 对 称 性 和 可 设计 滤波 器 的 类 型 。 由 表 可 见 , 第 一 类 FIR 


滤波 器 的 应 用 范围 最 广 , 可 以 设计 任意 类 型 的 滤波 器 ; 第 三 类 FIR 滤波 器 的 应 用 范围 最 罕 ， 
只 能 用 于 设计 带 通 滤波 器 ; 这 四 类 FIR 滤波 器 都 可 以 实现 带 通 特性 。 
表 4-1 四 类 线性 相位 FIR 滤波 器 的 特性 
幅度 瑟 (w) 的 对 称 性 
A(z) 的 对 称 性 与 相位 N 可 设计 滤波 器 的 类 型 
区 间 [ 一 x,x] 区 间 [0,2x] 
hm =h( N11- 奇数 | HG( 一 w)=H(w) 昌 (2x 一 w) 一 H(w) | 低 通 .高通 , 带 通 , 带 阻 
P= > 二 ) 偶数 | HG( 一 w)=H(w) HG2x 一 二 一 H(w) | 低 通 、 带 通 
A(2) 一 一 ACN 一 1 一 2 奇数 | HG 一)== 一 H(w) ”| H(2x 一 w)== 一 H(w) | 带 通 
po (~ )- 子 偶数 | HG 一)== 一 H(w) ”| H(2x 一 w) 二 HH(w) | 高 通 、 带 通 
4.1.3 零点 特性 
线性 相位 FIR 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 h(n) 具有 对 称 特性 , 即 
h(n) 一 十 站 (N 一 1 一 2) (4.39) 
从 而 
N= N=1 
H(z) = Dh 一 土 DAN—1—We (4.40) 
令 m= 二 NN 一 1 一 n, 则 
N-—1 N-—1 
H(z) =+ DROME Nm =+ ed Shom) (1)™ =+ eH() 
m=0 m=0 
(4.41) 
于 是 
NC 二 (2 (4. 42) 


若 z; 是 电 (z) 的 零点 , 即 有 H(z;)==0, 则 五 (x7 )== 土 z<9-?H (zi;) 二 0, 因 此 (x) 的 零点 的 倒 
数 也 是 瓦 (=) 的 零点 。 
因为 单位 脉冲 响应 h(n) 是 实 序列 , 所 以 


ja | = N=} 和 
H(z°) = Oh) (x) = Ph’ (n) (xz)™ = | Siow | = [LHCD)] 
3 3 


(4. 43) 
车 H(z)=0, 则 H(z? )=[H(z)J* =0,H((z? )-，) 一 H(z71)*)==[LH(z71)J* 一 0, 因 此 
有 (<) 的 零点 的 共 轿 复数 及 零点 倒数 的 共 思 e 复 数 也 是 其 零点 。 也 就 是 说 , 若 二 是 互 (z) 的 零 


点 , 则 zi! 、z? (xz )-! 也 是 它 的 零点 。 

如 图 4-5 所 示 ,了 (x) 的 零点 = 在 = 平面 上 的 位 置 有 四 种 可 能 的 情况 : 

(1) 若 z; 既 不 在 单位 贺 上 也 不 在 实 轴 上 , 则 四 个 零点 是 互 为 倒数 的 两 组 共 轿 复数 ; 

(2) 若 = 在 单位 圆 上 但 不 在 实 轴 上 , 则 zx! 二 xz? ,(z? )7 1 二 z;, 此 时 两 个 零点 是 一 组 共 
示 复数; 
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(3) 若 z; 在 实 轴 上 但 不 在 单位 圆 上 , 则 两 个 零点 x; 和 xi 都 在 实 轴 上 ; 
(4) 当 xz; 既 在 单位 圆 上 也 在 实 轴 上 时 ,没有 与 x; 相关 的 其 他 零点 , 且 只 有 两 种 可 能 , 即 
二 1 或 z= 二 一 1。 


jlIm(=)h jIm(z)h 


(a) z 既 不 在 单位 圆 上 也 不 在 实 轴 上 (b) z 在 单位 圆 上 但 不 在 实 轴 上 
jIm(a)h jIm(z)h 


(c) 3 在 实 轴 上 但 不 在 单位 圆 上 (d) z 既 在 单位 圆 上 也 在 实 轴 上 


图 4-5 线性 相位 FIR 滤波 器 的 四 种 零点 结构 


4.2 窗 函 数 法 


在 FIR 滤波 器 设计 中 ,一 般 先 给 定理 想 滤波 器 的 频率 响应 Ha(e”*) ,然后 用 一 个 FIR 滤 
波 器 的 频率 响应 昌 (e*) 去 允 近 Ha(e”)。 这 种 允 近 可 以 在 时 域 进 行 ,也 可 以 在 频 域 进行 ,前 
者 称 为 窗 函 数 法 或 窗口 设计 法 ,后 者 称 为 频率 采样 法 。 本 节 和 4. 3 节 分 别 讨论 这 两 种 FIR 
滤波 器 设计 方法 。 

窗 函 数 法 在 时 域 用 FIR 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 h(n) 通 近 理想 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 
ha(n)。 对 Ha(e”) 进 行 逆 傅 里 叶 变 换 , 即 可 得 到 理想 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 ha(n): 


二 却 | Ha(e)e” dw (4.44) 


因为 Ha(e*) 具 有 和 矩形 频率 特性 ,所 以 ha(n) 一 定 是 非 因果 的 无 限 长 序列 。 而 FIR 滤波 器 的 
单位 脉冲 响应 h(n) 是 有 限 长 的 ,车 要 用 有 限 长 的 h(n) 双 近 无 限 长 的 ha(n) ,就 需要 对 ha(n) 
进行 有 限 长 截取 , 即 截取 ha(n) 中 最 重要 的 一 段 ,这 等 效 于 在 ha(n) 上 加 了 一 个 长 度 为 N 的 
和 扼 形 窗口 。 本 节 首 先 讨论 时 域 所 加 的 矩形 窗 对 滤波 器 频率 响应 的 影响 ,然后 介绍 几 种 常用 
的 窗 函 数 ,最 后 详 述 窗 函数 法 的 完整 设计 过 程 。 
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4.2.1 矩形 窗 


设 理想 低 通 滤波 器 通 带 内 幅度 特性 为 1, 线 性 相位 的 延迟 常数 为 a。 由 表 4-1 可 知 , 当 
9(w) 三 一 wa 时 ,幅度 函数 及 (w) 在 区 间 [ 一 ,x] 上 关于 w=0 偶 对 称 ,因此 截止 频率 为 w 的 
理想 低 通 滤波 器 的 幅度 函数 为 

1， 一 由 委 wow 委 ww 


Hi(w) = (4.45) 
0, w=<|lwl|l<x 
理想 滤波 器 的 频率 响应 Ha(e*) 可 以 表示 为 Ha(w) 与 e ”的 乘积 : 
es Wn 委 w 委 mw 
Ha(e”*) = Hi(we™ 一 | (4.46) 
0， ws <|lwl<x 
从 而 
sin[w,(n—a)] 有 
1 二 x(n—a) 
ha(n) = ls Ha(e”)e”" dw 一 去 上 em em dw 一 (4. 47) 


Wn 
和 “， 
如 图 4-6 所 示 ,理想 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 ha(xw) 是 以 a 为 对 称 中 心 的 偶 对 称 的 无 限 长 非 因 
果 序列 。 要 得 到 有 限 长 序列 h(n) ,最 简单 的 方法 就 是 以 a 为 对 称 中 心 ,截取 一 段 长 度 为 N 
的 序列 。 为 了 保证 截 得 的 h(n) 为 因果 序列 ,长 度 N 必须 满足 : N 一 1 三 2a。 因 为 截取 的 
h(n) 越 长 ,其 性 能 就 越 接 近 ha(n) ,所 以 相位 延迟 常数 a 一般 设置 为 

a= (4.48) 


即 FIR 滤波 器 的 延迟 由 其 单位 脉冲 响应 h(n) 的 长 度 N 决定 。 


ha(n) Hw) 


(a) 单位 脉冲 响应 (b) 幅度 函数 
图 4-6 理想 低 通 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 与 幅度 函数 


这 种 在 时 域 上 的 直接 截取 相当 于 用 一 个 矩形 窗 Ry (n) 与 ha(n) 相 乘 : 


ha(n), 0<n<N-—1 
h(n) = h(n)Ry(n) = (4.49) 
0， nn 为 其 他 值 


显然 ,ha(n) 与 Ry(n) 相 乘 ,必然 对 滤波 器 的 频率 响应 产生 影响 。 和 矩形 窗 的 频谱 为 


fwN 
-ea 
Wele) — DRvGDem 一 Dg = aL C0 


n=—o0 一 让 


其 幅度 函数 为 
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. {woN 
SI 一 一 
We(w) = ( = ) 
sin( 号 】 
幅度 函数 Wa(w) 的 图 像 如 图 4-7 所 示 , 其 主 辩 宽度 (原点 两 侧 两 个 第 一 零点 之 间 的 宽度 ) 为 
得 ,第 一 旁 淤 电 平 约 为 一 13.56dB, 对 FIR 滤波 器 的 影响 较 大 。 


(4.51) 


Wr(®) 
2 
0 外 
| 3 
N N 


图 4-7 ”矩形 窗 频谱 的 幅度 函数 
下 面 求 FIR 滤波 器 的 频率 响应 玉 (e*)。 根 据 频 域 卷 积 公式 ,得 
H(e”) = Ha(er) * Wr(e”) = | Hed Walew®) do (4. 52) 
将 Ha(e*) 二 Halw)e 和 We(e”) 二 Wr(w)e 代入 上 式 , 得 
H(e”)= Ha(e*) * Wr(e”) 一 a) Hle Waele )d0 


= em 四 二 ws 一 dg] (4.53) 

设 昌 (e*) 二 HH(w)e ”, 则 其 幅度 函数 为 
Hew = BB) Ha Wale — do (4.54) 
由 式 (4.54) 可 知 ,FIR 滤波 器 的 幅度 函数 妃 (wo) 正 好 是 理想 滤波 器 幅度 函数 与 矩形 窗 幅 度 


函数 的 卷 积 。 
式 (4.54) 的 卷 积 过 程 可 以 用 图 4-8 来 说 明 。 如 图 4-8(a) 所 示 , 当 w==0 时 ,幅度 响应 


HC0) 是 We( 一 0) 在 区 间 [ 一 w,,w,] 上 的 积分 面积 。 因 为 一 般 情 况 下 都 满足 径 <w,, 在 


[一 ,wj 以 外 的 部 分 Wr( 一 从 已 经 很 小 ,可 以 忽略 不 计 , 所 以 有 (0) 可 以 近似 看 作 在 [一 x*， 
zx] 上 的 Wr( 一 候 的 全 部 积分 面积 。 

如 图 4-8(b) 所 示 , 当 w==w, 时 ,Wr(w 一 9) 的 一 半 落 在 昌 4(9) 的 通 带 [一 w, ,wj] 以 内 , 因 
此 幅度 响应 H(w,) 二 0.5H(0)。 


如 图 4-8() 所 示 , 当 w=w, 一 等 时 ,Wr(w 一 0) 的 全 部 主 汶 都 在 Ha(0) 的 通 带 [一 ww] 
以 内 ,而 右边 具有 负面 积 的 第 一 旁 淮 已 经 全 部 移出 通 带 ,所 以 卷 积 结果 有 最 大 值 , 即 
(6, 一 乱 } 为 幅度 响应 的 最 大 值 , 师 度 丽 数 可 (w) 出 现 正 户 峰 。 


如 图 4-8(d) 所 示 , 当 ww 十 答 时 ,Ww 一 0) 的 全 部 主 辩 都 在 Ha(0) 的 通 带 [ 一 w, ,on] 
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之 外 ,此 时 通 带 内 的 第 一 旁 状 起 主导 作用 ,负面 积 大 于 正面 积 ,于 是 卷 积 结果 有 负 方 向 最 大 
值 , 即 可 (十 到] 为 负 方向 最 大 值 ,幅度 函数 HH(w) 出 现 负 府 峰 。 


当 w 从 一 经 继续 减 小 时 ,Wa(w 一 仿 的 右 旁 辩 将 进入 通 带 , 右 旁 辩 的 起 伏 导致 H(w) 
围绕 及 (0) 值 上 下 波动 。 
当 w 从 十 答 继 续 增 加 时 ,Wa(w 一 0) 左 边 旁 着 的 起 伏 部 分 将 扫 过 通 带 , 卷 积 值 将 随 着 


We(w 一 们 的 旁 汰 在 通 带 内 的 面积 变化 而 变化 ,因此 有 H(w) 将 围绕 零 值 出 现 正 负 波动 。 完 整 


的 卷 积 结果 五 (w) 如 图 4-8(e) 所 示 。 
幅度 函数 


Wi(@ -0 


Wa(w-0) 


本 
(c) o=on 一 < 
N 


0.0895 


(e) Hw) 的 特性 
图 4-8 和 矩形 窗 的 频 域 卷 积 过 程 
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在 主因 附近 ,矩形 窗 的 幅度 函数 为 


. {woN .fwN . [oN 
sin 2 SID 2 sin 2 i 
Wa (w) ~ N N sm: (4.55) 
Se oN 工 
5 2 所 


其 中 心 一 纹 。 由 式 (4. 55) 可 知 ,在 主 淤 附近 ,截取 长 度 N 对 Wa(w) 的 频率 进行 压缩 ,对 


We(w) 的 幅度 进行 放大 。 于 是 , 当 截 取 长 度 N 增加 时 ,Wr(w) 的 主 匆 宽度 会 减 小 ,幅度 会 变 
大 ,但 是 主 狂 和 旁 汰 宽度 只 是 按 比 例 缩 小 ,其 幅度 也 是 按 比 例 放大 ,因此 并 不 改变 主 狼 与 旁 


办 积分 面积 的 相对 比例 。 例 如 ,和 矩 形 窗 的 最 大 相对 肩 峰 值 为 8. 95%, 当 NN 增加 后 , 短 减 小 ， 


故 起 伏 振 荡 变 密 , 但 主 旁 泊 的 相对 比例 不 变 , 最 大 肩 峰 总 是 8. 95% ,这 种 现象 称 为 吉 布 斯 
(Gibbs) 效 应 。 窗 谱 肩 峰 的 大 小 会 影响 及 (w) 通 带 的 平稳 和 阻 带 的 衰减 ,对 滤波 器 的 影响 
很 大 。 

由 上 述 分 析 过 程 可 知 , 理 想 低 通 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 经 过 窗 函 数 加 权 后 ,对 幅 频 特性 
的 影响 主要 表现 在 下 面 几 个 方面 : 

(1) 理想 频 响 在 截止 频率 ww 处 的 间断 点 变 成 了 连续 曲线 ,从 而 使 瓦 (w) 出 现 了 一 个 过 


渡 带 。 过 渡 带 宽度 取决 于 窗 丙 数 的 主 瘀 宽度 ,矩形 窗 Wa(w) 的 主 六 宽度 为 竺 。 显然 ,增加 


截取 长 度 N ,可 以 减 小 过 渡 带 的 宽度 。 

(2) 由 于 窗 函 数 旁 淮 的 作用 , 幅 频 特性 会 出 现 波动 。 旁 兴 所 包围 的 面积 越 大 , 通 带 波动 
就 越 大 , 阻 带 豪 减 就 越 小 。 

(3) 增加 截取 长 度 N, 可 以 减 小 主 瓣 宽度 ,但 不 能 改变 主 匆 与 旁 因 的 相对 比例 ,也 就 不 
能 改变 肩 峰 的 相对 值 。 和 矩形 窗 截 断 产 生 的 肩 峰 ,增加 了 通 带 波动 ,减少 了 阻 带 衰 减 。 要 改善 
这 两 项 性 能 指标 ,只 能 通过 改变 窗 函 数 的 形状 来 实现 。 

在 窗 函数 法 中 ,一 般 希 望 采用 的 窗 函 数 满足 以 下 两 项 要 求 : 

(1) 主办 宽度 要 小 ,以 获得 较 陡 的 过 渡 带 。 

(2) 与 主因 的 幅度 相 比 , 旁 匆 应 尽 可 能 小 ,使 能 量 尽 量 集中 于 主因 ,以 减 小 带 内 \ 带 外 波 
动 的 最 大 幅度 ,从 而 增加 通 带 的 平稳 性 ,并 提高 阻 带 衰减 值 。 

一 般 来 说 ,以 上 两 点 很 难 同时 满足 。 实 际 采用 的 窗 函 数 的 特性 往往 是 两 者 的 折 中 ,在 保 
证 主 辩 宽度 达到 一 定 要 求 的 前 提 下 ,适当 牺牲 主 匆 宽度 来 换取 旁 激 波动 的 减 小 , 即 通 过 增加 
主 狼 宽 度 来 换取 对 旁 辩 的 抑制 。 


4.2.2 窗 函 数 


1. 和 矩形 窗 

矩形 窗 截断 造成 的 肩 峰 为 8. 95% , 则 其 阻 带 最 小 衰减 为 201g(8. 95%) 一 一 21dB, 这 个 
衰减 量 在 工程 上 往往 是 不 够 的 。 而 增加 滤波 器 的 阶 数 , 只 能 减 小 过 渡 带 宽 ,不 能 增加 阻 带 误 
减 。 因 而 在 实际 应 用 中 ,和 矩形 窗 很 少 使 用 。 

甜 形 窗 的 主 凑 宽度 为 竺 ,因而 其 正 负 户 峰 的 角 频 率 之 差 为 等。 但 是 FIR 滤波 器 的 通 带 


边界 频率 w。 和 阻 带 边 界 频 率 w, 并 不 在 正 负 肩 峰 上 ,而 是 分 别 在 正 负 肩 峰 中 间 的 1 一 0. 0895 
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和 0.0895 处 ,因此 其 过 渡 带 宽 Aw 一 w, 一 w。 小 于 息 , 约 为 18 Sr 


由 前 面 的 讨论 可 知 ,要 增加 阻 带 衰减 ,只 能 改善 窗 函 数 的 形状 , 即 减 小 窗 函 数 频谱 的 旁 
准 电 平 值 ,但 主办 宽度 会 随 之 增加 ,导致 滤波 器 的 过 渡 带 加 宽 。 改 进 后 的 各 种 窗 函 数 在 时 域 
边沿 处 (z 一 0 和 二 NN 一 1) 比 矩形 窗 平滑 ,从 而 减 小 由 陡峭 边缘 引起 的 旁 辩 分 量 , 增 加 阻 带 


2. 汉 宁 窗 
汉 宁 (Hanning) 窗 也 称 为 升 余弦 窗 ,其 时 域 表 达 式 为 
w(n) = 3[ 一 cos Ee Zt ij]Rvo (4.56) 
下 面 求 汉 宁 窗 的 频谱 ,首先 将 式 (4. 56) 写 为 复 信 号 的 形式 : 
w(n) = 0. 5Ry(n) — 0. 25 (eX + eR )Ry(n) (4.57) 


根据 DTFT 的 性 质 , 即 可 得 到 汉 宁 窗 的 频谱 : 


W(e”) =0. 5Wr(w) ei( TT) — 0. 2s| wa(o— < 1 和) 襄 ) 十 


wa (ot Nj )] 


-fo SWaCo) +0.25 [wa (% Fi ws(o | Rs eh 


(4.58) 
其 幅度 函数 为 
W(w) = 0. 5WaCw) +0.25 [wa (o NR) wa (ot Ni)] (4.59) 
显然 , 汉 宁 窗 的 频谱 是 三 个 矩形 窗 的 频谱 之 和 。 当 N11 时,N 一 lx~N, 则 
W(w) ~ 0. 5Wer(w) 十 0. 25 [ws (%— 短 上 wa (ot 车)] (4. 60) 


汉 宁 窗 的 幅度 函数 W(w) 的 图 像 如 图 4-9 所 示 , 三 个 矩形 窗 的 频谱 相 加 ,使 它们 的 旁 因 互相 
抵消 ,从 而 使 能 量 更 加 集中 于 主 瘀 。 因 此 ,用 汉 宁 窗 设计 的 FIR 滤波 器 的 阻 带 最 小 衰减 可 


增加 到 44dB。 但 是 ,相对 于 年 形 窗 ,其 主 辩 宽度 增加 一 倍 ,达到 5 ,过渡 带宽 约 为 &5x ,是 
矩形 窗 的 三 倍 多 。 汉 宁 窗 的 主 辩 相当 于 和 矩形 窗 的 主因 及 其 左右 两 个 第 一 旁 兴 。 
3. 海 明 窗 
海 明 (Hamming) 窗 也 称 为 改进 的 升 余弦 窗 , 其 时 域 表 达 式 为 
(2) [0.54 0.46cos[ ij]Rvo (4.61) 
其 频谱 的 幅度 函数 为 
W(w) = 0.54Wa(o) + 0. 23 [we(o— oy + wl a 1)] 
x 0. 54WR(w) 十 0. 23[ws (0 一 等 we(o+ 务 ]] (4. 62) 


海 明 窗 幅度 函数 的 三 个 分 量 的 旁 激 互相 抵消 ,可 以 使 99. 963% 的 能 量 集中 在 幅度 函数 的 主 
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(a) 频谱 的 三 个 分 量 
Wow) 


(b) 相 加 的 结果 
图 4-9 汉 宁 窗 的 频谱 


辩 内 。 海 明 窗 的 主 准 宽度 与 汉 宁 窗 相同 , 均 为 *, 过 渡 带 宽 比 汉 宁 窗 略 大 , 约 为 & 
明 窗 的 旁 辩 幅 度 更 小 , 旁 瘀 峰值 小 于 主 瓣 峰值 的 1% , 阻 带 最 小 衰减 可 达 53dB。 

4. 布莱克 曼 窗 

布莱克 曼 (Blackman) 窗 也 称 为 二 阶 升 余弦 窗 。 为 了 进一步 抑制 旁 尖 ,可 以 再 加 上 余弦 


的 二 次 谐 波 分 量 , 得 到 布莱克 曼 窗 : 


。 但 海 


ww = [0.42 一 0 5cos (Ri 0. 08cos[ RE )]Rw (4. 63) 
其 频谱 的 幅度 函数 为 
W(w) = 0. 42Wa(w) + 0. 25 [ws (0— oe ij+wa(o+ i)]+ 
0. 04 [wa (%— Re 1) wa (ot ne i)] (4. 64) 
布莱克 曼 窗 幅度 函数 的 五 个 分 量 的 旁 瓣 互相 抵消 ,可 以 得 到 更 小 的 旁 准 , 阻 带 最 小 衰减 可 达 
74dB。 但 主 淮 宽 度 进一步 增加 ,达到 和 矩形 窗 的 三 倍 , 即 其, 过 滚 带宽 约 为 共 。 
5. 凯 塞 窗 
凯 塞 (Kaiser) 窗 可 以 在 主 瓣 宽度 和 旁 瓣 衰减 之 间 自 由 选择 ,其 时 域 表 达 式 为 
ce 让 2n "] 
wn) [GE ，0<n<N-1 (4.65) 


其 中 ,1,(*) 是 第 一 类 变形 零 阶 贝 塞 尔 函数 ; 参数 8 用 于 调整 主 锥 宽度 和 旁 汶 电 平 ,8 值 越 
大 ,窗口 越 罕 , 窗 谱 旁 激越 小 , 阻 带 衰减 越 大 ,但 主 匆 宽度 也 相应 增加 。 凯 塞 窗 的 8 值 通常 设 
置 在 4 一 9 之 间 , 这 相当 于 旁 激 幅度 与 主 辩 幅度 的 比值 由 3. 1% 减 小 到 0.047%。 当 B=0 
时 , 凯 塞 窗 相 当 于 矩形 窗 ; 当 B= 二 5. 44 时 , 凯 塞 窗 的 特性 接近 海 明 窗 ; 当 B= 二 8.5 时 ,其 特性 


第 4 章 ， 有 限 长 单位 脉冲 响应 滤波 器 的 设计 方法 | 165 


接近 布莱克 曼 窗 。 不 同 8 值 的 凯 塞 窗 特 性 如 表 4-2 所 示 。 
表 4-2 不 同 有 值 的 凯 塞 窗 特性 


有 过 渡 带 宽 (r/N) 通 带 波纹 (dB) 阻 带 最 小 衰减 (dB) 
2.120 3.00 土 0.27 一 30 
3.384 4. 46 士 0.0868 一 40 
4.538 5. 86 士 0. 0274 一 50 
5. 658 7.24 士 0. 00868 一 60 
6.764 8. 64 士 0.00275 一 70 
7.865 10.0 士 0. 000868 一 80 
8.960 11.4 士 0. 000275 一 90 
10. 056 12.8 士 0. 000087 一 100 


若 给 定 滤波 器 的 过 渡 带 宽 Aw( 弧 度 ) 和 阻 带 最 小 衰减 At(dB) , 则 参数 8 和 滤波 器 的 长 
度 N 可 由 以 下 经 验 公 式 求 得 


0.1102(Ar 一 8.7)， Ai > 50dB 
B= 10.5842(At —21)"*++0.07886(At—21), 21d4B < 一 4 一 50dB (4.66) 
0 Ar < 21dB 
~ At—7.95 
N He (4.67) 


表 4-3 总 结 了 四 种 常用 窗 函 数 的 特性 。 由 表 可 见 ,矩形 窗 具 有 最 窗 的 主 准 宽 度 ,但 旁 瓣 
峰值 也 最 大 。 汉 宁 窗 和 海 明 窗 的 主 辩 稍 宽 , 但 有 和 较 小 的 旁 匆 峰值 。 布 莱克 曼 窗 的 旁 兴 峰值 
最 小 ,但 主 锥 也 最 宽 。 每 种 窗 函 数 设 计 的 滤波 器 都 有 固定 的 阻 带 最 小 衰减 ,与 滤波 器 的 长 度 
NN 无关, 因此 要 增加 阻 带 最 小 衰减 ,只 能 更 换 窗 函 数 。 


表 4-3 常用 窗 函 数 的 性 能 比较 


窗 函 数 主因 宽度 (x/N) 过 渡 带 宽 (x/N) 旁 瓣 峰值 (dB) ”| 阻 带 最 小 衰减 (dB) 
和 矩形 窗 4 1.8 —13 —21 
汉 宁 窗 8 6.2 = 一 44 
海 明 窗 8 6.6 一 41 全 5 
布莱克 曼 窗 12 名 一 57 一 74 


在 实际 滤波 器 设计 中 ,应 当 根 据 性 能 指标 中 的 阻 带 最 小 衰减 值 选 取 窗 函数 的 类 型 。 选 
取 原 则 是 在 满足 阻 带 最 小 衰减 的 前 提 下 ,使 滤波 器 的 长 度 N 尽量 小 ,以 减 小 系统 的 复杂 度 
和 时 域 延迟 。 例 如 ,车 要 求 阻 带 衰减 大 于 40dB, 则 应 选择 汉 宁 窗 ; 若 要 求 阻 带 衰 减 大 于 
50dB, 则 应 选择 海 明 窗 。 汉 宁 窗 和 海 明 窗 可 以 在 过 渡 带 宽 和 阻 带 衰减 之 间 取 得 较 好 的 平 
衡 ,因而 应 用 最 为 广泛 。 

例 4-1 设 FIR 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 h(n) 的 长 度 N=41, 用 Matlab 作出 矩形 窗 、 汉 
宁 窗 、 海 明 窗 和 布莱克 曼 窗 的 时 域 波 形 和 归 一 化 幅度 谱 。 

解 : 本 题 的 Matlab 程序 如 下 : 


clear; 
N=41; 
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n=0:N-—1; 

k=0:1024; k=k/max(k); 

wl = ones(N,1); 名 产生 长 度 为 N 的 矩形 窗 

w2 = hanning(N); 名 产生 长 度 为 N 的 非 零 汉 宁 窗 
w3 = hamming(N); 名 产生 长 度 为 N 的 海 明 窗 

w4 = blackman( N); 名 产生 长 度 为 N 的 布莱克 曼 窗 


figure; plot(n,wl,'.k',n,w2,'—+r',n,w3,'— *b',n,w4,'— xm'); 
legend( "矩形 窗 ', ' 汉 宁 窗 ', ' 海 明 窗 ',' 布 莱克 曼 窗 ') ; 

xlabel( 'n'); ylabel('w(n)'); axis([0,N-1,0,1]); 

Wl = abs(fft(w1,2048)); Wi = W1(1:1025); Wl = W1/max(W1); 

W2 = abs(fft(w2,2048)); W2 = W2(1:1025); W2 = W2/max(W2); 

W3 = abs(fft(w3,2048)); W3 = W(1:1025); W3 = W3/max(W3); 

W4 = abs(fft(w4,2048)); WA= WA(1:1025); W4 = WA/max(WA); 

figure; plot(k,20 * logl0(W1)); 

xlabel('\omega/\pi'); ylabel( ' 幅 度 /dB'); axis([0,1, -140,0]); grid; 
figure; plot(k,20 * logl0(W2)); 

xlabel( "\omega 八 pi'); ylabel( ' 幅 度 /dB'); axis([0,1, -140,0]); grid; 
figure; plot(k, 20 * logl0(W3)); 

xlabel('\\omega/\pi'); ylabel( ' 幅 度 /dB'); axis([0,1, - 140,0]); grid; 
figure; plot(k,20 * logl0(W4A)); 

xlabel( '"\omega/\pi'); ylabel( ' 幅 度 /dB'); axis([0,1, -140,0]); grid; 


在 程序 中 ,分 别 用 ones(N,1)、hanning(N)、hamming(N) 和 blackman(N) 产 生长 度 为 
NN 的 矩形 窗 、 汉 宁 窗 , 海 明 窗 和 布莱克 曼 窗 ,产生 的 数组 均 为 列 向 量 。 其 中 ,hanningCN) 产 
生 的 是 非 零 汉 宁 窗 , 即 先生 成 长 度 为 N 十 2 的 普通 汉 宁 窗 ,再 去 除 第 一 个 和 最 后 一 个 元 素 。 
若 要 生成 长 度 为 N 的 普通 汉 宁 窗 , 则 可 以 调用 hann(CN) 函 数 。 程 序 运 行 产 生 的 四 种 窗 函 数 
的 时 域 波形 如 图 4-10 所 示 ,三 种 升 余弦 窗 在 边界 处 (2 一 0 和 nn 二 NN 一 1) 比 和 矩形 窗 平 滑 , 因 此 
可 以 减 小 由 陡峭 边缘 引起 的 旁 匆 分量, 增加 阻 带 衰 减 。 


1.0 

。 矩形 窗 
pl 一 一 汉 宁 窗 
osl 一 一 海 明 窗 
一 一 布莱克 旦 窗 
0.7 上 


0.6 
0.5r 


w(n) 


0.4 上 
0.3 上 


0.2 


图 4-10 四 种 常用 窗 函 数 的 时 域 波形 


这 四 种 窗 函 数 的 归 一 化 幅度 谱 如 图 4-11 所 示 。 由 图 可 见 , 和 矩形 窗 的 旁 淮 峰值 最 高 , 约 
为 一 13dB; 汉 宁 窗 的 旁 辩 峰值 次 之 , 约 为 一 31dB; 海 明 窗 的 旁 因 峰值 更 低 , 约 为 一 41dB; 布 
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莱克 曼 窗 的 旁 兴 峰值 最 低 , 约 为 一 574B。 和 矩形 窗 的 主 辩 宽度 最 窜 ; 汉 宁 窗 和 海 明 窗 的 主因 
宽度 是 矩形 窗 的 两 倍 ; 布莱克 坚 窗 的 主因 宽度 是 和 矩 形 窗 的 三 售 。 


蚁 度 /dB 


QT O/T 


度 /dB 


幅 


O/T OT 
(0) 海 明 窗 (d) 布莱克 曼 窗 


图 4-11 四 种 常用 窗 函 数 的 幅度 谱 


例 4-2 设 FIR 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 h(n) 的 长 度 N=41, 分 别 用 矩形 窗 、 汉 宁 窗 , 海 
明 窗 和 布莱克 曼 窗 设计 理想 截止 频率 为 0. 57 的 低 通 滤波 器 ,用 Matlab 作出 四 种 滤波 器 的 
幅 频 响应 。 


解 : 用 四 种 窗 函 数 分 别 与 式 (4.47) 的 理想 单位 脉冲 响应 ha(n) 相 乘 , 即 可 得 到 相应 的 低 
通 FIR 滤波 器 ,Matlab 程序 如 下 : 


clear; 

N= 41; 

n=0:N-1; 

a= (N-1)/2; 

wn=0.5x pi; 

hd= sin(wn* (n—a))./(pi* (n-a)); hd(a+1)=wn/pi; 

wl = ones(1,N); hl = wl. * hd; [Hl,w] = freqz(hl,1); 

figure; plot(w/pi, 20* log10(abs(H1))); 

xlabel('\\omega/\pi'); ylabel( ' 幅 度 /dB'); axis([0 1 -100 0]); grid; 
w2 = hanning(N)'; h2 = w2. * hd; [H2,w] = freqz(h2,1); 

figure; plot(w/pi, 20* log10(abs(H2))); 

xlabel( '\omega/\pi'); ylabel( ' 幅 度 /dB'); axis([0 1 -100 0]); grid; 
w3 = hamming(N)'; h3 = w3. * hd; [H3,w] = freqz(h3,1); 

figure; plot(w/pi, 20* logl0(abs(H3))); 

xlabel('\\omega/\pi'); ylabel( ' 幅 度 /dB'); axis([0 1 -100 0]); grid; 
wd = blackman(N) '; h4 = w4. * hd; [H4,w] = freqz(h4,1); 
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figure; plot(w/pi, 20 * log10(abs(H4))); 

xlabel('\omega/\pi'); ylabel( ' 幅 度 /dB'); axis([0 1 -100 0]); grid; 

四 种 窗 函 数 设计 的 低 通 FIR 滤波 器 的 幅 频 特性 如 图 4-12 所 示 。 由 图 可 见 ,在 滤波 器 的 
阶 数 相同 的 情况 下 ,用 矩形 窗 设计 的 滤波 器 的 过 渡 带 最 窗 , 但 阻 带 最 小 衰减 也 最 差 , 仅 为 
一 21dB; 用 布莱克 曼 窗 设计 的 滤波 器 的 阻 带 最 小 衰减 最 大 ,高 达 一 74dB, 但 过 渡 带 最 宽 , 约 
为 矩形 窗 的 六 倍 。 用 汉 宁 窗 和 海 明 窗 设计 的 滤波 器 的 阻 带 最 小 衰减 分 别 为 一 44 和 一 53dB， 
它们 的 过 渡 带宽 介 于 矩形 窗 和 布莱克 曼 窗 之 间 。 


Ge 


幅度 /dB 
S 
幅度 dB 


7 EE 


o 
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图 4-12 四 种 窗 函 数 设计 的 低 通 滤波 器 的 幅 频 特性 


例 4-3 用 凯 塞 窗 设计 一 个 FIR 低 通 滤波 器 ,性 能 指标 如 下 : 通 带 边界 频率 we 一 0. 4r， 
阻 带 边界 频率 w, 二 0. 6x, 阻 带 衰减 At 不 小 于 40dB。 
解 : 首先 根据 通 带 和 阻 带 边界 频率 求 理想 低 通 滤波 器 的 截止 频率 w, 和 过 渡 带 宽 Aw: 


可 wr 0.4x++0.6nx Gu.5 


2 2 
Aw = wr — we 一 0.6r 一 0.4r 一 0.2r 
其 次 ,根据 式 (4. 67) 估 计 滤 波 器 的 长 度 N., 并 计算 相位 延迟 常数 a: 


At—7,95 40 一 7.95 一 22 
2. 286Aw 2. 286 X 0. 2r 


N11. 22—1 
2 2 

将 w 和 a 代入 式 (4.47), 即 可 得 到 理想 单位 脉冲 响应 h(n): 

sin[w,(n—a)] sin[0. 5x(n—10.5)] 
nxn—a) x(n— 10.5) 


N 一 


a 一 


= 10.5 


ha(n) 
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然后 ,根据 式 (4.66) 估 计 凯 塞 窗 的 参数 8: 
B= 0.5842 (40 一 21)"4 十 0.07886(40 一 21) a 3. 3953 

最 后 ,将 参数 8 代入 凯 塞 窗 ,并 与 ha(n) 相 乘 , 即 可 得 到 FIR 低 通 滤波 器 的 单位 脉冲 响 
应 h(n)。 因 为 凯 塞 窗 的 时 域 表 达 式 比较 复杂 ,所 以 上 述 过 程 用 Matlab 实现 。 在 Matlab 
中 ,可 以 用 kaiser 函数 产生 凯 塞 窗 序 列 , 其 格式 如 下 : 

w = kaiser(N ,beta) 

其 中 ,N 是 窗口 长 度 ; beta 就 是 凯 塞 窗 的 参数 6; w 是 N 点 凯 塞 窗 序列 。 

完整 的 Matlab 程序 如 下 : 


clear; 

N= 22; 

n=0:N-1; 

hd= sin(0.5x*pix (n-10.5))./(pix (n 一 10.5)); 
win= kaiser(N,3.3953);$ 产 生 N 点 凯 塞 窗 
h= win'. * hd; 

figure; stem(n,h); 

axis([0 21 -0.1 0.6]); 

xlabel( 'n'); 

ylabel( ‘h(n) '); 

grid; 

[H,w] = freqz(h,1); 

figure; plot(w/pi,20 * log10(abs(H))); 
axis([0 1 -80 0]); 

xlabel( '\omega/\pi'); 

ylabel( ' 幅 度 /dB'); 

grid; 


FIR 低 通 滤波 器 的 幅 频 特性 如 图 4-13(a) 所 示 。 由 图 可 见 , 滤 波 器 在 阻 带 边 界 频 率 
0. 67 处 的 衰减 值 略 小 于 40dB, 不 满足 性 能 指标 的 要 求 。 这 是 因为 窗口 长 度 N 的 估计 偏 小 ， 
所 以 过 渡 带 宽 偏 大 ,从 而 使 实际 阻 带 边界 频率 大 于 0. 6r。 此 时 只 需要 适当 增加 的 值 , 就 
可 以 使 边界 频率 处 的 衰减 值 符合 要 求 。 图 4-13(b) 是 将 窗口 长 度 N 增加 到 24 时 的 幅 频 响 
应 ,其 阻 带 边 界 频率 满足 性 能 指标 的 要 求 。 


(b) N=24 


4-13 ”用 凯 塞 窗 设计 的 低 通 滤波 器 的 幅 频 特性 
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窗 函 数 法 的 优点 是 设计 简单 ,有 闭合 形式 的 解析 公式 可 以 套用 。 其 缺点 是 边界 频率 不 
易 控 制 ,窗口 长 度 N 也 难以 一 次 决定 ,通常 需要 反复 几 次 才能 得 到 满足 性 能 指标 的 单位 脉 
冲 响应 h(n)。 


4.2.3” 窗 函数 法 的 设计 实例 


用 窗 函数 法 设计 FIR 滤波 器 ,就 是 在 时 域 用 一 个 长 度 为 N 的 窗 函 数 w(n) 截 取 理想 滤 
波 器 的 单位 脉冲 响应 hsa(n) , 窗 函 数 的 类 型 和 窗口 长 度 N 的 选择 是 设计 的 关键 ,前 者 由 阻 带 
最 小 衰减 决定 ,后 者 由 窗口 类 型 和 过 渡 带 宽 共同 决定 。 

窗 函 数 法 的 设计 步 又 如 下 : 

(1) 根据 阻 带 最 小 衰减 的 要 求 ,确定 窗 函 数 的 类 型 。 窗 函数 的 选取 原则 是 在 满足 阻 带 
最 小 衰减 的 前 提 下 ,选择 过 渡 带宽 最 小 的 窗 函 数 。 

(2) 根据 窗 函 数 的 过 渡 带 宽 公式 ,估计 窗口 长 度 N, 并 计算 相位 延迟 常数 a。 窗 函数 的 
阻 带 最 小 衰减 和 过 渡 带 宽 可 以 参考 表 4-3。 

(3) 根据 表 4-1 的 对 称 性 ,将 理想 频率 响应 Ha(e*) 的 幅度 函数 Ha(w) 从 区 间 [0,x]j 延 


拓 到 区 间 [ 一 x,z], 并 加 上 线性 相位 条 件 p(w) 一 一 oa 或 p(w) 一 一 oa 一 子 , 得 到 Ha(e”)。 
(4) 对 想 频率 响应 吾 sCe” ) 进 行 逆 离 散 时 间 傅 里 叶 变换 (IDTFT) ,得 到 理性 单位 脉冲 响 


应 ha(Cz) : 
ja(z) = IDTFT[Ha(e”)]= a Ha le”)e” dw (4. 68) 
(5) 用 选取 的 窗 函 数 w(n) 与 ha(n) 相 乘 , 即 可 得 到 FIR 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 hn): 
hn) = wha(n) (4.69) 


(6) 求 滤波 器 的 频率 响应 及 (e*) ,检查 其 在 边界 频率 处 的 衰减 值 是 否 满足 性 能 指标 的 
要 求 。 如 果 阻 带 边界 频率 处 的 衰减 不 够 ,那么 适当 增 大 N 的 值 ,重复 上 述 步 又 ,直到 满足 性 
能 指标 的 要 求 为 止 。 

例 4-4 用 窗 函 数 法 设计 一 个 线性 相位 FIR 高 通 滤波 器 ,性 能 指标 如 下 : 通 带 边界 频率 
为 0. 6r, 阻 带 边界 频率 为 0. 4x, 要 求 阻 带 衰 减 不 小 于 40dB, 窗 函数 从 矩形 窗 、 汉 宁 窗 、 海 明 
窗 和 布莱克 曼 窗 中 选取 , 且 要 求 滤波 器 的 阶 数 最 小 。 

解 : 首先 根据 通 带 和 阻 带 边界 频率 求 理想 低 通 滤波 器 的 截止 频率 w 和 过 渡 带 宽 Aw: 


wr 0.6xt+0.4nx 
2 2 


Ao = w. 一 or 0.6r 一 0.4r 一 0. 2r 
其 次 ,确定 窗 函 数 的 类 型 窗口 长 度 和 相位 延迟 常数 a。 因 为 滤波 器 的 阻 带 衰 减 不 小 于 
40dB, 所 以 选择 汉 宁 窗 。 将 过 渡 带 宽 代 入 汉 宁 窗 的 过 渡 带 宽 公式 ,得 


0. 5x 


从 而 


然后 , 求 理想 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 ha(n): 
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sin[(n—orx]— sin[(n — Dw], 
n(n—a) 


村 li ptr do+ edo]= 

2r1.-- 加 Con 

1 一 一 ， 1 一 Q 
开 


最 后 ,将 汉 宁 窗 与 ha(n) 相 乘 . 即 可 得 到 FIR 高 通 滤 波 器 的 单位 脉冲 响应 h(n): 


[os 9 ;Rtn》 元 闫 荐 
?2 一 


X(2 一 15) 
0.5 n= 15 
例 4-5 用 窗 函 数 法 设计 一 个 线性 相位 FIR 带 通 滤波 器 ,性 能 指标 如 下 : 采样 频率 为 
20kHz, 通 带 边界 频率 为 4kHz 和 6kHz, 阻 带 边界 频率 为 2kHz 和 8kHz, 要 求 阻 带 衰 减 不 小 
于 50dB, 窗 函数 从 和 矩形 窗 、 汉 宁 窗 、 海 明 窗 和 布莱克 曼 窗 中 选取 , 且 要 求 滤波 器 的 阶 数 最 小 。 
解 : 首先 , 求 理想 带 通 滤波 器 的 边界 频率 w .os 和 过 渡 带 宽 Aw: 


Pr wa 一 开 代 一 0.67 一 2 一 0.2r， wa = 2x fe = 0, 8r 


s s s s 


wi A 生地 一 0.3r， we i 一 0.7r， Aw = we — we = wa 一 on 一 0.2r 


其 次 ,确定 窗 函 数 的 类 型 窗口 长 度 和 相位 延迟 常数 a。 因 为 滤波 器 的 阻 带 衰 减 不 小 于 
50dB, 所 以 选择 海 明 窗 。 将 过 渡 带 宽 代 入 海 明 窗 的 过 渡 带 宽 公式 ,得 


从 而 


后 , 求 理 想 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 ha(n) : 
sin [ (7 一 a)ws ] 一 sin[(2 一 ax)o 于 
(7 一 Q) 


haln) 一 We a en 
we 


后 ,将 海 明 窗 与 ha(n) 相 乘 , 即 可 得 到 FIR 带 通 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 h(n) : 
[".s4 0.46cos( 加)]- ane I 二 0 汉沽 庆 
0.4， n=16 


例 4-6 用 窗 函数 法 设计 一 个 线性 相位 FIR 带 阻 滤波 器 ,性 能 指标 如 下 : 采样 频率 为 
8000Hz, 通 带 边 界 频率 为 1200Hz 和 2800Hz, 阻 带 边 界 频率 为 1600Hz 和 2400Hz, 要 求 阻 
带 衰减 不 小 于 40dB, 窗 函数 从 矩形 窗 、 汉 宁 窗 海 明 窗 和 布莱克 曼 窗 中 选取 , 且 要 求 滤波 器 
的 阶 数 最 小 。 

解 : 首先 , 求 理 想 带 阻 滤波 器 的 边界 频率 w .w 和 过 渡 带 宽 Aw: 


on 一 2r 信 一 0. 3r， oo 一 2 性 一 0 7r， ou 一 2 站 一 Or wna = 2x 2 = 0. 6n 


s 


h(n) = 


wi ~ = 0.35x, ouws 和 = 0.65x, Aw = wo — ws 一 ou 一 ou 一 0.1r 
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其 次 ,确定 窗 函 数 的 类 型 .窗口 长 度 和 相位 延迟 常数 a。 因 为 滤波 器 的 阻 带 衰 减 不 小 
于 50dB, 所 以 选择 汉 宁 窗 。 因 为 设计 的 是 带 阻 滤波 器 ,所 以 窗口 长 度 N 必须 为 奇数 ， 


从 而 
6. 2 6. 2 
N A | Ct 63 
于 是 
a 一 和 == = 31 


然后 , 求 理想 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 ha(n) : 


h(n) = 支 [ 户 erodu 十 | edot | edo] 
27x lx 一 oy 
sin [ (2 一 ax] 十 sin[(2 一 ac)owl] 一 sin[(2 一 ac)os] 
n(n—a) ” 


n a 


Tw 一 wz 
一 -一 一 一 ， 
bs 


最 后 ,将 汉 宁 窗 与 ha(n) 相 乘 , 即 可 得 到 FIR 带 阻 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 h(n): 


sin[(n—31)x]+ sin[(n— 31)0.35x]— 
sin[(n— 31)0. 65 
h(n) = [ eos (四 j]: sin[ (ma 7™] 
0 Ts n= 31 


2x(n— 31) 
在 Matlab 中 ,可 以 用 firl 函数 实现 窗 函 数 法 ,其 格式 如 下 : 


天 ' 宇 机 


sRe(n), nA 31 


b = firl(M, Wn, 'ftype', window) 
其 中 ,b 是 FIR 滤波 器 的 系数 , 即 单 位 脉冲 响应 ; M 是 FIR 滤波 器 的 阶 数 ,等 于 窗口 长 度 减 
去 1; Wn 是 一 组 归 一 化 边界 频率 ,只 能 在 0 一 1 之 间 取 值 ,1 对 应 数字 角 频 率 x 或 奈奈 斯 特 
频率 ; 'ftype' 表 示 滤 波 器 类 型 ; window 是 窗口 类 型 ,默认 为 海 明 窗 。 输 入 参数 Wn 与 'ftype' 
组 合 ,可 以 设计 各 种 FIR 滤波 器 ,它们 的 关系 如 表 4-4 所 示 。 
表 4-4 ”firl 的 滤波 器 类 型 


Wn 的 元 素 个 数 ftype' | 滤波 器 类 型 通 带 阻 带 
默认 | 低 通 滤波 器 | [0,w,] [ow, ,1] 
0<w<1 "high' | 高 通 滤波 器 | [w, ,1] [0,w,] 
2 默认 | 带 通 滤波 器 | [wi ,ws] [o,w],[o ,1] 
wi ws "stop' | 带 阻 滤波 器 | [0,w],[w; ,1] [wu ,o:] 
3 个 及 以 上 'DC-0' | 多 带 滤波 器 | [wo],[os ,1] [0o,o],[os ,os] 
Wn ws es 'DC-1' | 多 带 滤波 器 | [0,m],[w: ,os] [ou ,os],[os 1], 


值得 注意 的 是 ,firl 函数 不 支持 实际 滤波 器 的 通 带 和 阻 带 边界 频率 ,一 般 取 相 邻 通 带 和 


阻 带 边界 频率 的 中 点 作为 理想 滤波 器 的 边界 频率 , 即 参数 Wn。 


例 4-7 用 firl 函数 设计 一 个 线性 相位 多 带 滤波 器 ,性 能 指标 如 下 : 理想 滤波 器 的 通 带 
为 [0. 2x,0. 5z] 和 [0. 8r,zx], 阻 带 为 [0.0. 2z] 和 [0. 5x,0. 8x] ,滤波 器 的 类 型 为 海 明 窗 ,窗口 
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长 度 N=67。 
解 : 本 题 的 Matlab 程序 如 下 : 


clear; 

N=67; 

n=0:N-—1; 

wn=[0.2, 0.5, 0.8]; 

h= firl(N-1, wn, 'DC-0', hamming(N)); 
figure; stem(n, h); 

axis([0O N-1 -0.4 0.6]); 

xlabel( 'n'); 

Ylabel( h(n) '); 

grid; 

[H,w] = freqz(h,1); 

figure; plot(w/pi, 20* logl0(abs(H))); 
axis([0 1 -80 20]); 

xlabel( '\omega/\pi'); 
Ylabel( ' 幅 度 /dB'); 

grid; 


图 4-14 给 出 了 该 多 带 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 和 幅 频 特性 。 如 果 性 能 指标 中 给 出 的 是 
实际 滤波 器 的 通 带 和 阻 带 边界 频率 ,那么 同样 可 以 用 所 选 窗 函 数 的 过 渡 带 宽 公 式 估 计 滤 波 
器 的 窗口 长 度 N。 

0.6 


n 
(a) 单位 脉冲 响应 (b) 幅 频 特 性 


4-14 用 firl 函数 设计 的 多 带 滤波 器 


4.3 频率 采样 法 


频率 采样 法 在 频 域 用 FIR 滤波 器 的 频率 响应 通 近 理想 滤波 器 的 频率 响应 , 即 用 理想 频 
响 Ha(e”) 的 等 间隔 采样 Ha(k) 作 为 FIR 滤波 器 频 响 的 离散 样本 H(k): 
H(k) = Hi(k) = Ha(er) | k=0,1,.…,N—1 (4.70) 
对 互 (&) 进 行 IDFT, 即 可 求 得 FIR 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 : 


,2 


hnD = 直 D HW, k=0,1,,N—1 (4.71) 
下 面 考查 FIR 滤波 器 的 频率 响应 瓦 (er ) 与 理想 滤波 器 的 频率 响应 Ha(e”) 之 间 的 关 
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。 对 FIR 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 h(n) 进行 2 度 换 ,得 


及 一 1 有 一 1 1 N—1 
H(z)= Ph)2™ = 之 | Hoi | 


0 n=0 k=0 
1 导 N-1 和 
= a Dom | 
Ni n=0 
及 一 1 
1 1—z™ 
Ne 1 Ca 72) 
令 z= 二 外 ,得 
pa 1 一 ei 1 N-1 sin( 鹤 ee 
H(e) = NO HK) © = Hk) ei( 守 和) 
Ni 1—ei(~¥) Nico sin 二 (o 一 还 】 
2 N ] 
(4.73) 
为 了 便于 分 析 , 引 入 内 插 函 数 : 
nf oN 
1 SN ji (lu+ 好 
Lat nr i a ei( zti) (4.74) 
sn[ 了 (o- 绎 有 
2 N 
则 五 (e*) 可 以 表示 为 
N— 
H(e”) = DH (4.75) 
站 妹 不 洒 樟 炭 上, 即 当 天 Go -7 
1, i=k 
P(e™ )= (4.76) 
0，i 关 上 


由 式 (4.76) 可 知 ,在 每 个 采样 点 上 ,实际 滤波 器 的 频率 响应 有 H(e*) 就 等 于 理想 滤波 器 的 采 
样 值 H(k) 二 Ha(k)。 而 采样 点 之 间 的 频 响 H(e”) 则 由 各 采样 值 H(k) 的 内 持 函 数 生 加 而 
成 ,与 理想 频 响 存 在 一 定 误差 。 显 然 ,增加 采样 点 数 N, 可 以 减 小 这 种 误差 。 

对 线性 相位 FIR 滤波 器 ,采样 值 互 (&) 的 幅度 和 相位 必须 满足 线性 相位 约束 条 件 。 
由 表 4-1 可 知 , 第 一 类 线性 相位 FIR 滤波 器 的 幅度 函数 及 (ww) 在 区 间 [0,2xj 以 w= 二 x 为 中 
心 偶 对 称 , 即 瓦 (2r 一 o) 一 囊 (wo) ,因而 频 响 采样 值 H(k) 的 幅度 Hi 也 需要 满足 偶 对 称 


条 件 : 
Hn = H, (4.77) 
而 相位 9 则 满足 线性 相位 条 件 : 
0. ( 注 !]( 符 一 (4.78) 
从 而 
H(k) = Hie% = He i (4.79) 


对 第 二 类 线性 相位 FIR 滤波 器 ,其 幅度 函数 WA ww 二 x 为 中 心 奇 对 
称 , 即 玉 (2x 一 w) 二 一 月 (w) ,因而 频 响 采样 值 H(k) 的 幅度 Hi 也 需要 满足 奇 对 称 条 件 : 
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Hw: =— H: (4. 80) 
其 相位 和 仍 满足 式 (4.78) 。 
对 第 三 类 线性 相位 FIR 滤波 器 ,有 H(k) 的 幅度 Hi 满足 式 (4. 80) ,而 相位 % 则 满足 : 


(CN 一 Lpkr x 


4 N 2 


(4. 81) 
于 是 


H(k) = Hie% = He [®t] (4. 82) 

对 第 四 类 线性 相位 FIR 滤波 器 ,五 (@) 的 幅度 瓦 满足 式 (4.77) ,相位 和 满足 式 (4. 81)。 

频率 采样 法 的 设计 步骤 如 下 : 

(1) 对 理想 滤波 器 的 频率 响应 Hs(e”) 进 行 采样 ,得 到 频 响 采样 值 五 (&) 的 幅度 Hi。 

(2) 根据 式 (4.77) 或 式 (4. 80) ,将 H; 从 区 间 [0,xJ 延 拓 到 [0,2x] 上 。 

(3) 根据 式 (4. 79) 或 式 (4. 82) ,得 到 频 响 采 样 值 HCk)。 

(4) 对 及 (k) 进 行 IDFT, 得 到 FIR 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 h(n)。 此 过 程 的 运算 量 较 
大 ,一 般 用 计算 机 完成 。 

(5) 求 FIR 滤波 器 的 频率 响应 H(e”) ,检查 其 在 边界 频率 处 的 衰减 值 是 否 满足 性 能 指 
标的 要 求 。 如 果 阻 带 边界 频率 处 的 衰减 不 够 ,那么 适当 增 大 N 的 值 ,重复 上 述 步 又 ,直到 满 
足 性 能 指标 的 要 求 为 止 。 

频率 采样 法 没有 估计 滤波 器 长 度 N 的 经 验 公 式 , 因 而 其 边界 频率 和 阻 带 训 减 更 难 控 
制 。 在 实际 滤波 器 设计 中 ,可 以 先 取 通 带 边 界 频率 和 阻 带 边界 频率 的 中 点 ,生成 理想 滤 
波 器 的 性 能 指标 ,然后 预 估 一 个 N 值 , 根 据 设 计 的 FIR 滤波 器 的 幅 频 响应 ,调整 N 值 的 
大 小 。 

为 了 减 小 在 通 带 边缘 由 于 采样 点 的 突然 变化 而 引起 的 起 伏 振 荡 , 可 以 在 理想 频率 响应 
的 间断 点 的 边缘 加 上 一 个 或 多 个 过 渡 采 样 点 ,过 渡 点 的 值 为 0 一 1, 这 相当 于 扩大 了 过 渡 带 。 
过 渡 采 样 点 越 多 , 阻 带 衰减 就 越 大 ,但 过 渡 带 也 就 越 宽 。 如 果 需 要 过 渡 带宽 保持 不 变 ,只 增 
加 阻 带 衰减 ,可 以 将 采样 点 数 N 增加 一 倍 , 这 样 过 渡 带 上 的 采样 点 也 会 增加 一 倍 , 可 以 获得 
相同 的 阻 带 衰减 效果 。 增 加 采样 点 数 N, 虽 然 可 以 在 不 扩展 过 渡 带 的 前 提 下 增加 阻 带 衰 
减 ,但 会 使 计算 量 成 倍增 加 ,因此 过 渡 点 不 是 越 多 越 好 ,一 般 有 三 个 过 渡 点 就 可 以 取得 很 好 
的 阻 带 衰减 效果 。 

例 4-8 用 频率 采样 法 设计 一 个 线性 相位 FIR 低 通 滤波 器 ,理想 滤波 器 频率 响应 的 截 
止 频率 w, 二 0. 57, 分 别 求 下 列 采样 点 数 时 的 频 响 采 样 值 HC(k) 和 幅 频 响应 | H(e”)|。 

(1) N=33; 

(2) N=66. 


解 , (1) 因为 强 X8<0. 5 二 绍 X9, 所 以 理想 边界 频率 w 为 8~9。 因 为 N 为 奇数 , 且 


设计 的 是 低 通 滤波 器 ,所 以 属于 第 一 类 线性 相位 滤波 器 ,其 幅度 函数 在 0 一 2r 上 以 x 为 中 心 
呈 偶 对 称 分 布 , 因 此 频 响 采 样 值 了 H(k) 的 幅度 为 : 
1, OES 
H:= 10, 9<k<24 
1, 25<k<32 
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而 频 响 采样 值 HC() 的 相位 为 


_(N— Dkxr 32 


4 二 N 3 


所 以 频 响 采 样 值 昌 (k) 为 
eW*, 0<k<S8 
H(k) = Hie% = 10， 9<k<24 
ei 注 *,， 25<kZI32 


(2) 因为 琶 X16 一 0. 5x<< 仇 X17, 所 以 理想 边界 频率 ,为 16~17。 因 为 N 为 偶数 , 且 


设计 的 是 低 通 滤波 器 ,所 以 属于 第 二 类 线性 相位 滤波 器 ,其 幅度 函数 在 0 一 2r 上 以 x 为 中 心 
呈 奇 对 称 分 布 , 因 此 频 响 采样 值 H(k) 的 幅度 为 
1， 0<k<16 
Hi=10, 17<k<49 
—1, 50<k<65 


而 频 响 采样 值 H(k) 的 相位 为 


_(N— Dkx 65 


人 N 66 


所 以 频 响 采样 值 昌 (k) 为 


ec- 虹 ， 0<kZ<16 
H(k) = Hie% = 10, 17<k<49 


一 ei 广 *，50 之 k 过 65 
得 到 频 响 采 样 值 了 H(&) 后 ,就 可 以 用 Matlab 求 单位 脉冲 响应 h(n) 和 频率 响应 H(e*)， 
程序 如 下 : 


clear; 

N= 33; 

k=0:N-—1; 

Hk = [ones(1,9) zeros(1,16) ones(1,8)]; 

hl = real(ifft(Hk. * exp( — jx*pix (N—1)*k/N))); 
[Hl1,w] = freqz(hl,1); 

figure; plot(w/pi,20* logl0(abs(H1)),'—b'); 
xlabel( \omega/\pi'); 

ylabel( ' 幅 度 /dB'); 

axis([0 1 -60 10]); 

grid; 

set(gca, 'xtick', 0:0.1:1); 

N=66; 

k=0:N-—1; 

Hk = [ones(1,17) zeros(1,33) — ones(1,16)]; 

h2= real(ifft(Hk. * exp( 一 jxpix (N-1)*k/N))); 
[H2,w] = freqz(h2,1); 

figure; plot(w/pi,20* logl0(abs(H2)),'—b'); 
xlabel( '\omega/\pi'); 

ylabel( ' 幅 度 /dB'); 
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axis([01 -60 10]); 
grid; 
set(gca, 'xtick', 0:0.1:1); 


滤波 器 的 幅 频 特性 如 图 4-15 所 示 。 由 图 可 见 , 当 N 一 33 时 ,过 渡 带 宽 为 到 ,而 阻 带 最 


小 衰减 不 到 20dB; 将 采样 点 数 N 增加 到 66 后 ,过 渡 带 宽 减 小 为 这 ,但 阻 带 最 小 衰减 基 不 
变 , 仍 然 不 到 20dB。 要 增加 阻 带 最 小 衰减 ,必须 设置 过 渡 采 样 点 。 


1 
放声 
1 
1 1 
中 | 
| 
-600 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 00 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 


O/T oO/ 人 
(a) N=33 (b) N=66 


幅度 /dB 
幅度 /dB 


-6 


图 4-15 用 频率 采样 法 设计 的 低 通 滤波 器 的 幅 频 响 应 


例 4-9 对 例 4-8 设计 的 滤波 器 ,分 别 按 如 下 方式 增加 过 渡 采 样 点 , 写 出 增加 采样 点 后 
的 采样 值 幅度 Hi ,并 画 出 幅 频 响 应 。 
(1) 当 N=33 时 ,过 渡 带 设 一 个 采样 点 ,采样 点 幅度 为 0. 4; 
(2) 当 N=33 时 ,过 渡 带 设 两 个 采样 点 ,采样 点 幅度 分 别 为 0.6 和 0.1; 
(3) 当 N=66 时 ,过 渡 带 设 两 个 采样 点 ,采样 点 幅度 分 别 为 0.6 和 0. 1。 
解 : (1) 当 N=33 时 , 若 过 渡 带 设 一 个 采样 点 : Hi 二 0.4, 则 采样 值 的 幅度 为 
ly 8 
0 
H; = 10， 10<k<23 
0.4,， 上 = 24 
i 
(2) 当 N=33 时 , 若 过 渡 带 设 两 个 采样 点 : Hi 二 0.6,Hi+1 二 0.1, 则 采样 值 的 幅度 为 
1， 0<k<8 
0.6,， k= 二 9 
0:1; 天 三 了 
一 10， 各 过 多 委 恕 
(oa 三 人 
0.6， k=24 
1， 25<k<32 
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(3) 当 N=66 时 , 若 过 渡 带 设 两 个 采样 点 : Hi 二 0.6,Hi+1 二 0.1, 则 采样 值 的 幅度 为 
i 0<k<16 
066， 天 二 到 
人 六 三 娩 


H; = 10， 19<k<47 
一 0.1， k=48 
一 0.6， k=49 


一 1， 50<k<65 
幅 频 特性 如 图 4-16 所 示 。 由 图 可 见 , 当 N=33 时 , 若 设置 一 个 过 渡 采 样 点 , 则 可 以 将 


阻 带 最 小 衰减 从 不 到 20dB 增加 到 40dB, 但 过 渡 带 宽 也 增加 一 倍 ,达到 3 若 设置 两 个 过 渡 


采样 点 , 则 阻 带 最 小 衰减 达到 60dB, 而 过 渡 带宽 也 增加 一 信 , 达 到 径 。 当 N= 二 66 时 ,设置 两 


个 过 渡 采 样 点 ,相对 于 N= 二 33, 一 个 过 渡 采 样 点 的 情况 ,过 渡 带 宽 并 没有 增加 ,而 阻 带 最 小 
衰减 可 以 超过 60dB。 但 是 随 着 采样 点 数 的 增加 ,滤波 器 的 运算 量 和 时 域 延 迟 也 随 之 增加 。 
值得 注意 的 是 ,过 渡 采 样 点 的 值 对 滤波 器 阻 带 最 小 衰减 的 影响 很 大 ,可 以 通过 多 次 实验 , 选 
择 一 个 较为 理想 的 过 渡 采 样 值 。 
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(c) N=66, 两 个 过 渡 采 样 点 
图 4-16 不 同 过 渡 采 样 点 时 低 通 滤波 器 的 幅 频 响应 


例 4-10 用 频率 采样 法 设计 一 个 线性 相位 FIR 带 通 滤波 器 ,理想 滤波 器 频率 响应 的 截 
止 频率 wm 一 0. 3r,wz 一 0. 7r, 采 样 点 数 N 二 32, 过 渡 带 设置 一 个 采样 点 ,幅度 为 0. 5, 求 频 响 
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采样 值 的 幅度 H 和 幅 频 响应 | H(e”*)|。 


解 : 由 于 竹 FX4<0. 3x<< 仁 xX5, 仁 x 11<0. 7x< 仁 X12， 因此 ow 为 4~5,wz 为 11 一 


12。 因为 N Sogo i 
在 0~2x 上 以 x 为 中 心 旦 奇 对 称 分 布 ,因此 频 响 采样 值 H() 的 幅度 为 


0， 0 委 & 魏 3 
人 55 k=4 
1 ， 5 过 & 过 11 
0.5， k= 12 
H,; = 10， 13<k<19 

一 0.5， 有 & 三 20 
< 21 二 k27 
一 0.5， 有 & 王 28 
0， 29 委 & 委 31 

Matlab 程序 如 下 : 

clear; 

N= 32; 

k=0:N-—1; 


Hk= [zeros(1,4) 0.5 ones(1,7) 0.5 zeros(1,7) -0.5 -ones(1,7) -0.5 zeros(1,3)]; 
hl = real(ifft(Hk. * exp( — j*pix (N-—1)*k/N))); 

[Hl,w] = freqz(hl,1); 

figure;plot(w/pi,20 * logl0(abs(H1)),'—b'); 

axis([0 1 -80 10]); grid; set(gca, 'xtick',0:0.1:1); set(gca 'ytick', ~ 80:10:10); 
h2 = hamming(N)'. * hl; 

[H2,w] = freqz(h2,1); 

figure;plot(w/pi,20 * logl0(abs(H2)),'—b'); 

axis([0 1 -80 10]); grid; set(gca, 'xtick',0:0.1:1); set(gca, 'ytick', ~ 80:10:10); 


滤波 器 的 幅 频 特 性 如 图 4-17 所 示 。 由 图 可 见 , 过 渡 带 设置 一 个 采样 点 ,只 能 使 阻 带 最 
小 衰减 达到 30dB。 在 时 域 ,对 IDFT 得 到 的 h(n) 乘 以 海 明 窗 ,可 以 使 阻 带 最 小 衰减 进一步 
增加 ,达到 50dB 以 上 ,但 是 付出 的 代价 是 过 渡 带 宽 将 增加 近 一 倍 。 


10 


80 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 = 和 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 


(a) N=33 (b) N=66 


图 4-17 用 频率 采样 法 设计 的 带 通 滤波 器 的 幅 频 响应 
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在 Matlab 中 ,可 以 用 fir2 函数 实现 频率 采样 法 ,其 格式 如 下 : 
b = fir2(M, f, m, window) 


其 中 ,b 是 FIR 滤波 器 的 系数 , 即 单位 脉冲 响应 ; M 是 FIR 滤波 器 的 阶 数 ,等 于 窗口 长 度 减 
去 1; {为 一 组 归 一 化 频率 ,第 一 个 元 素 必须 为 0, 最 后 一 个 元 素 必须 为 1( 对 应 奈 奎 斯 特 频 
率 ) ,中间 的 元 素 按 升序 排列 ; m 的 维 数 与 相同 ,指明 {f 中 每 个 频率 上 的 理想 幅度 ; window 
是 窗口 类 型 ,默认 为 海 明 窗 。 因 为 在 每 个 频带 上 ,可 以 任意 指定 幅度 , 即 可 以 指定 0 和 1 以 
外 的 幅度 值 ,所 以 fir2 函数 可 以 实现 任意 幅度 特性 的 滤波 器 。 

例 4-11 用 fir2 函数 设计 一 个 70 阶 线性 相位 多 带 滤波 器 ,性 能 指标 如 下 : 理想 滤波 器 
在 通 带 [0. 2x,0.5x] 上 的 幅度 为 1, 在 通 带 [0. 8r,x] 上 的 幅度 为 0. 9, 在 阻 带 为 [0,0. 2r] 和 
[0. 5x,0. 8x] 上 的 幅度 为 0. 01 ,滤波 器 的 类 型 为 海 明 窗 。 

解 : 本 题 的 Matlab 程序 如 下 : 

clear; 

N=71; 

n=0:N-1; 

f= 02 0.2 0.5% 03, 0.8, 0.8;.1]5 

m= [0.01, 0.01, 1, 1, 0.01, 0.01, 0.9, 0.9]; 

h=fir2(N-1, f, m, hamming(N)); 

figure; stem(n, h); 

axis([0 N-1 -0.40.5]); xlabel('n'); ylabel( ‘h(n) '); 

grid; set(gca, 'xtick',0:10:70); set(gca, 'ytick', ~ 0.4:0.1:0.5); 

[H,w] = freqz(h,1); 

figure; plot(w/pi, 20* log10(abs(H))); 

axis([0 1 -45 5]); xlabel("\omega 八 pi'); ylabel( ' 幅 度 /dB'); 

grid; set(gca, 'xtick',0:0.1:1); set(gca, 'ytick', ~ 45:5:5); 

图 4-18 给 出 了 该 多 带 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 和 幅 频 特性 。 由 图 可 见 ,在 滤波 器 的 通 带 
[0. 2x,0. 5x] 上 , 频 响 幅度 约 为 20lg(0.9) 一 一 0.9dB; 在 阻 带 [0,0. 2x] 和 [0. 5r,0. 8x] 上 ， 
频 响 幅度 约 为 20lg(0.01) 一 一 40dB, 且 在 一 40dB 附近 振荡 。 采 样 点 数 N 越 大 ,实际 滤波 器 
的 过 渡 带 宽 就 越 小 ,性 能 就 越 接近 理想 滤波 器 。 
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图 4-18 用 fir2 函数 设计 的 多 带 滤波 器 
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4.4 IIR 与 FIR 数字 焉 玻 器 的 比较 


上 面 已 经 讨论 了 IIR 滤波 器 和 FIR 滤波 器 的 设计 方法 ,为 了 便于 在 实际 应 用 中 合理 地 
选择 这 两 种 滤波 器 ,下 面 对 它们 的 系统 结构 、 相 位 特性 、 滤 波 速 度 和 设计 方法 进行 简单 的 
比较 。 

JIR 滤波 器 采用 递归 结构 ,存在 对 输出 的 反馈 ,所 以 可 以 用 较 低 的 阶 数 实现 给 定 的 性 能 
指标 ( 幅 频 特性 ) ,因而 需要 的 存储 单元 少 ,计算 量 小 ,较为 经 济 。 这 是 IIR 滤波 器 相对 于 
FIR 滤波 器 的 主要 优点 。 但 是 ,IIR 滤波 器 的 反馈 有 时 会 导致 系统 不 稳定 ,运算 中 的 四 合 五 
人 有 可 能 引起 寄生 振荡 ,因此 IIR 滤波 器 对 运算 精度 的 要 求 比较 高 。 而 FIR 滤波 器 采用 非 
递归 结构 ,没有 内 部 反馈 , 除 z 平 面 的 原点 外 ,不 存在 其 他 极点 ,因而 系统 总 是 稳定 的 ,有 限 
精度 误差 也 较 小 。 缺 点 是 滤波 器 的 阶 数 很 高 ,在 同等 性 能 指标 下 ,往往 比 IIR 滤波 器 的 阶 数 
高 5 一 10 倍 , 这 不 仅 增加 了 成 本 ,还 导致 信号 的 输出 延迟 变 大 。 

FIR 滤波 器 可 以 实现 严格 的 线性 相位 ,而 IIR 滤波 器 无 法 做 到 这 一 点 。 这 是 FIR 滤波 
器 对 于 JIR 滤波 器 的 另 一 个 优点 。IIR 滤波 器 的 频率 选择 性 越 好 ,相位 的 非 线性 就 越 严重 。 
如 果 要 JIR 滤波 器 实现 线性 相位 ,就 需要 加 全 通 网 络 进行 相位 补偿 ,这 又 会 大 大 增加 滤波 器 
的 阶 数 和 复杂 度 。 

FIR 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 是 有 限 长 的 ,因而 可 以 用 快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 减 少 计算 
量 , 提 高 运算 速度 ,而 IIR 滤波 器 则 不 能 这 样 计算 。 

从 设计 工作 看 ,JIR 滤波 器 设计 可 以 借助 原型 模拟 滤波 器 中 已 有 的 闭合 公式 .数据 和 表 
格 , 因 而 计算 量 较 小 ,对 计算 工具 要 求 不 高 ,方便 手工 实现 。 而 FIR 滤波 器 一 般 没 有 现成 的 
公式 可 以 套用 ,需要 借助 计算 机 完成 设计 工作 。 特 别 是 频率 采样 法 ,除非 频 响 采样 值 只 有 少 
数 几 个 非 零 值 ,否则 手工 计算 IDFT 是 非常 困难 的 。 而 且 ,FIR 滤波 器 的 边界 频率 很 难 控 
制 ,这 就 需要 反复 调整 滤波 器 的 长 度 ,以 达到 幅 频 特性 的 要 求 。 如 果 没 有 计算 机 帮助 作出 频 
率 响应 ,设计 工作 也 难以 顺利 完成 。 此 外 ,IIR 滤波 器 主要 用 于 实现 频率 特性 为 分 段 常 数 的 
滤波 器 ,如 低 通 、 高 通 、 带 通 和 带 阻 滤波 器 。 而 FIR 滤波 器 则 可 以 实现 任意 频率 特性 。 

从 以 上 比较 可 以 看 出 ,IIR 和 FIR 滤波 器 各 有 优点 和 缺点 ,在 实际 应 用 中 ,应 考虑 多 个 
方面 的 因素 ,综合 选择 。 


习题 


4-1 用 长 度 为 N 的 矩形 窗 设计 一 个 线性 相位 90" 移 相 带 通 滤波 器 ,理想 滤波 器 的 频率 
响应 为 


一 je Www, 


Ha(e”) = 
05 0Zw<w,w Son 
(1) 确定 N 与 延迟 常数 a 之 间 的 关系 ; 
(2) 求 该 带 通 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 h(n) 。 
4-2 用 长 度 为 N 的 矩形 窗 设 计 一 个 线性 相位 90" 移 相 高 通 滤波 器 ,理想 滤波 器 的 频率 
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响应 为 
Ha(e*) = 人 
0， 

(1) 窗口 长 度 N 需要 满足 什么 要 求 ? 

(2) 求 该 高 通 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 h(n) 。 

4-3 ”用 窗 函数 法 设计 一 个 线性 相位 低 通 滤波 器 ,性 能 指标 如 下 : 采样 频率 f, = 
8000Hz, 通 带 边界 频率 f. 二 2000Hz, 阻 带 边界 频率 f., 二 2800Hz, 要求 阻 带 豪 减 不 小 于 
50dB, 窗 函数 从 矩形 窗 、 汉 宁 窗 ` 海 明 窗 和 布莱克 曼 窗 中 选取 , 且 要 求 滤波 器 的 阶 数 最 小 。 

(1) 求 理想 低 通 滤波 器 的 边界 频率 w。 和 过 渡 带宽 Aw; 

(2) 求 窗口 长 度 N 和 线性 相位 延迟 常数 a; 

(3) 求 该 滤波 器 单位 脉冲 响应 h(n) 的 解析 式 。 

4-4 ”用 窗 函 数 法 设计 一 个 线性 相位 高 通 滤波 器 ,性 能 指标 如 下 : 采样 频率 f, = 
2000Hz, 通 带 边界 频率 f. 二 500Hz, 阻 带 边 界 频 率 f. 二 400Hz, 要 求 阻 带 衰减 不 小 于 40dB， 
窗 函 数 从 矩形 窗 、 汉 宁 窗 、 海 明 窗 和 布莱克 曼 窗 中 选取 , 且 要 求 滤波 器 的 阶 数 最 小 。 

(1) 求 理 想 高 通 滤波 器 的 边界 频率 w。 和 过 渡 带 宽 Aw; 

(2) 求 窗口 长 度 N 和 线性 相位 延迟 常数 a; 

(3) 求 该 滤波 器 单位 脉冲 响应 h(n) 的 解析 式 。 

4-5 用 窗 函 数 法 设计 一 个 线性 相位 FIR 带 阻 滤波 器 ,性 能 指标 如 下 : 通 带 边 界 频率 为 
0.3x 和 0. 8x, 阻 带 边界 频率 为 0.5x 和 0.7x, 要 求 阻 带 衰减 不 小 于 50dB, 窗 函数 从 矩形 窗 、 
汉 宁 窗 , 海 明 窗 和 布莱克 曼 窗 中 选取 , 且 要 求 滤波 器 的 阶 数 最 小 。 

(1) 求 理 想 带 阻 滤波 器 的 边界 频率 w .ws 和 过 渡 带 宽 Aw; 

(2) 求 窗口 长 度 N 和 线性 相位 延迟 常数 a; 

(3) 求 该 滤波 器 单位 脉冲 响应 h(n) 的 解析 式 。 

4-6 已 知 一 个 线性 相位 带 通 滤波 器 的 频率 响应 为 Hap (e*) 二 Heap(w)e ,其 中 Hsp 
(w) 是 实数 幅度 函数 。 

(1) 求证 : 一 个 线性 相位 带 阻 滤波 器 的 频率 响应 可 表示 为 Hag(e") 一 [1 一 He(w)]je ”; 

(2) 用 带 通 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 hsp (n) 表 示 带 阻 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 har (n) 。 

4-7 用 频率 采样 法 设计 一 个 采样 点 数 N==31 的 线性 相位 低 通 滤波 器 , 频 响 采样 值 的 
幅度 为 

ls .k=0 
H; = 10.5, k=1,30 
(TE 

(1) 求 频 响 采样 值 的 相位 9. ; 

(2) 求 该 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 h(n) 。 

4-8 用 频率 采样 法 设计 一 个 采样 点 数 N= 二 33 的 线性 相位 高 通 滤波 器 ,理想 滤波 器 频 
率 响应 的 截止 频率 w, 二 0. 6x, 过 渡 带 设置 一 个 采样 点 ,幅度 为 0.5。 

(1) 求 频 响 采样 值 的 幅度 Hi ; 

(2) 求 该 滤波 器 的 频 响 采样 值 H(k)。 

4-9 用 频率 采样 法 设计 一 个 采样 点 数 N 二 34 的 线性 相位 带 通 滤波 器 ,理想 滤波 器 频 


第 4 章 有 限 长 单位 脉冲 响应 滤波 器 的 设计 方法 | 加 183 


率 响 应 的 截止 频率 为 wm 一 0. 4x,w 二 0. 8x, 过 渡 带 设置 一 个 采样 点 ,幅度 为 0. 39 。 

(1) 求 频 响 采 样 值 的 幅度 HH; 

(2) 求 该 滤波 器 的 频 响 采 样 值 H(k)。 

4-10 用 频率 采样 法 设计 一 个 采样 点 数 N=41 的 线性 相位 带 阻 滤波 器 ,理想 滤波 器 频 
率 响 应 的 截止 频率 为 wm 一 0. 3r,w: 一 0. 6r, 过 渡 带 设置 一 个 采样 点 ,幅度 为 0. 4。 

(1) 求 频 响 采样 值 的 幅度 HH;; 

(2) 求 该 滤波 器 的 频 响 采 样 值 H(k)。 

4-11 用 频率 采样 法 设计 一 个 线性 相位 90" 移 相 带 通 滤波 器 ,理想 滤波 器 频率 响应 的 
截止 频率 为 w 二 0. 3r,w* 一 0.7r, 过 渡 带 设置 一 个 采样 点 ,幅度 为 0. 5 ,滤波 器 的 单位 脉冲 响 
应 的 长 度 N 一 35。 

(1) 求 频 响 采样 值 的 相位 0 ; 

(2) 求 该 滤波 器 的 频 响 采样 值 H(k)。 

4-12 用 频率 采样 法 设计 一 个 采样 点 数 N=33 的 线性 相位 低 通 滤波 器 ,理想 滤波 器 频 
率 响 应 的 截止 频率 为 0.05r, 过 渡 带 设置 一 个 采样 点 ,幅度 为 0. 39 。 

(1) 求 该 滤波 器 的 频 响 采样 值 HG(k); 

(2) 求 该 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 h(n) 。 


2 数字 滤波 器 的 结构 


CHAPTER 5 


本 章 内 容 提要 

本 章 主要 讲解 数字 滤波 器 的 结构 ,包括 IIR 滤波 器 的 结构 和 FIR 滤波 器 的 结构 。 数 字 
滤波 器 的 系统 函数 媚 (z=) 有 各 种 不 同 的 等 效 形 式 , 如 直接 计算 、 分 解 为 多 个 有 理 函 数 相 乘 、 
分 解 为 多 个 有 理 函 数 相 加 等 。 不 同 的 等 效 形 式 对 应 不 同 的 数字 滤波 器 结构 。 运 算 结构 对 数 
字 滤波 器 的 实现 非常 重要 ,不 同 结构 所 需 的 存储 单元 和 乘法 次 数 是 不 同 的 。 前 者 影响 系统 
的 复杂 度 和 实现 成 本 ,后 者 影响 运算 速度 。 此 外 ,数字 系统 是 有 限 字 长 系统 ,不 能 表示 任意 
实数 ,在 运算 过 程 中 必然 带 来 一 定 误差 。 对 滤波 器 的 系数 进行 量化 ,也 会 带 来 误差 。 在 有 限 
精度 情况 下 ,不同 运算 结构 的 误差 和 稳定 性 也 是 不 同 的 。 


5.1 数字 网 络 的 信号 流 图 


数字 滤波 器 是 一 种 离散 线性 时 不 变 系统 ,其 输入 zx(Cz) 与 输出 y(z) 之 间 的 关系 可 以 用 
常 系数 差分 方程 来 描述 : 


M N 
y(n) = Dbzn—)+ Daiyn—i) C5, 1 
其 中 M、N 都 是 整数 , 且 一 般 满足 M<N。 与 式 (5.1) 对 应 的 数字 滤波 器 的 系统 函数 为 
M 
Dob- 
H(z) = 一 全 一 一 (5.2) 
Y= Daiz 


由 式 (5.1) 可 知 , 数 字 滤 波 器 的 输出 是 当前 输入 、 过 去 M 点 输入 的 线性 组 合 与 过 去 N 点 输 
出 的 线性 组 合 之 和 。 数 字 滤 波 器 的 基本 运算 单元 包括 加 法 器 、 常 数 乘法 器 和 单位 延 时 器 。 
这 些 基 本 运算 单元 有 两 种 表示 方法 , 即 方 框图 法 和 信号 流 图 法 ,如 图 5-1 所 示 。 相 应 地 ,一 
个 数字 滤波 器 的 运算 结构 也 有 两 种 表示 方法 。 用 方 框图 表示 ,明显 直观 ,可 以 清楚 地 看 到 系 
统 中 各 个 运算 单元 的 数量 、 乘 法 运算 和 加 法 运算 的 次 数 ; 而 用 信号 流 图 表示 , 则 更 简洁 , 方 
便 作 图 。 信 号 流 图 与 方 框图 是 等 效 的 ,没有 本 质 区 别 , 只 是 符号 表示 上 有 差异 。 
下 面 以 一 个 二 阶 数字 滤波 器 为 例 , 说 明 这 两 种 表示 方法 。 数 字 滤 波 器 的 差分 方程 为 
y(n) 一 boz(02) 十 Di 并 (7 一 1) 十 22 一 2) 十 aiy(2 一 1) 十 azy(2 一 2) 《5.3) 
式 (5.3) 可 以 用 图 5-2 的 方 框图 和 图 5-3 的 信号 流 图 来 表示 。 信 号 流 图 由 若干 个 节点 及 各 
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的 | 


三 相同 可 天 信号 流 图 表示 
图 5-1 基本 运算 单元 的 方 杠 图 表示 和 信号 流 图 表示 


节点 之 间 的 有 向 支 路 组 成 。 每 个 节点 可 能 有 多 条 输入 支 路 和 多 条 输出 支 路 ,节点 的 信号 值 
等 于 所 有 输入 支 路 的 信号 之 和 ; 节点 的 每 个 输出 都 等 于 该 节点 的 信号 变量 值 , 即 该 节点 的 
所 有 输入 之 和 。 输 入 支 路 的 信号 值 等 于 这 一 支 路 起 点 处 的 节点 信号 值 乘 以 支 路 上 的 传输 系 
统 或 节点 信号 值 的 单位 延 时 。 若 支 路 上 不 标 传输 系数 值 或 延迟 标识 , 则 认为 其 传输 系数 为 
1。 只 有 输出 支 路 ,没有 输入 支 路 的 节点 称 为 输入 节点 或 源 节点 ,如 图 5-3 中 的 节点 中; 只 
有 输入 支 路 ,没有 输出 支 路 的 节点 称 为 输出 节点 或 阱 节点 ,如 图 5-3 中 的 节点 回 ; 既 有 输入 
支 路 ,又 有 输出 支 路 的 节点 称 为 混合 节点 ,如 图 5-3 中 的 节点 加 一 @。 本 章 采 用 信号 流 图 来 
分 析 数 字 滤 波 器 的 结构 。 


bo 
x -| 1 wD 


-二 


i | 
二 二 


5-2 二 阶 数字 滤波 器 的 方 框图 结构 


5-3 二 阶 数字 滤波 器 的 信号 流 图 结构 


信号 流 图 的 转 置 定理 : 对 于 只 有 单个 输入 和 单个 输出 的 系统 ,通过 反 转 网 络 中 全 部 支 
路 的 方向 , 且 将 其 输入 和 输出 互 换 , 得 到 的 流 图 具有 与 原 流 图 同样 的 系统 函数 。 

将 图 5-3 的 信号 流 图 转 置 ,可 以 得 到 图 5-4 的 信号 流 图 ,这 相当 于 将 图 5-3 中 FIR 子 系 
统 和 IIR 子 系统 互 换 位 置 。 图 5-3 和 图 5-4 的 信号 流 图 就 是 式 (5-3) 描 述 的 数字 滤波 器 的 
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图 5-4 5-3 的 信号 流 图 的 转 置 形式 
两 种 不 同 结构 。 


5.2 IIR 滤波 器 的 结构 


IIR 滤波 器 的 当前 输出 不 仅 与 现在 和 以 前 的 输 和 有关, 而 且 还 与 以 前 的 输出 有 关 , 在 结 
构 上 存在 从 输出 到 输入 的 反馈 ,属于 递归 型 结构 。 

IIR 滤波 器 的 系统 函数 态 (z) 有 多 种 等 效 形式 ,如 分 解 为 多 个 子 系统 函数 的 乘积 ,因而 
有 各 种 不 同 的 结构 形式 。IIR 滤波 器 的 基本 结构 包括 直接 工 型 直接 下 型 .级 联 型 和 并 联 型 
四 种 。 

1. 直接 工 型 

对 IIR 滤波 器 ,在 式 (5.1) 和 式 (5.2) 中 ,至 少 有 一 个 a; 关 0,i 二 1,2,…,NN, 此 时 系统 函 
数 刀 (=) 可 以 分 解 为 两 个 独立 子 系统 Hi1(z) 和 昌 ; (zx) 的 级 联 : 


H(z) = H(z)H,(z) (5.4) 
其 中 ， 
WC) _ 
Hi(z) = = 2 (5.5) 
NH (5.6) 
W(xz) 
= Dra”™ 
i=]1 
其 中 ,W(z) 是 中 间 变 量 w(z) 的 亚 换 。w(z) 是 子 系统 Hi(z) 的 输出 ,是 子 系统 刀 (=) 的 输 
入 , 即 
M 
wn) = Dbizn—i) (5.7) 
Fr 
N 
y) = w+ Daiyn—i) (5. 8) 
i=l 


显然 ,Hi(z) 实 现 系 统 的 零点 ,日 ; (x) 实现 系统 的 零点 。 这 种 先 用 FIR 子 系统 实现 零 
点 ,再 用 全 极点 IIR 子 系统 实现 极点 的 数字 滤波 器 结构 称 为 直接 工 型 ,如 图 5-5 所 示 。 从 图 
中 可 以 看 出 ,这 种 结构 需要 N 十 M 级 延 时 单元 。 

2. 直接 了 型 

对 一 个 线性 时 不 变 系 统 , 若 交 换 其 级 联 子 系统 的 次 序 , 系 统 函数 是 不 变 的 , 即 总 的 输入 
输出 关系 不 变 。 交 换 图 5-5 中 子 系统 有 H1(z) 和 态 ; (x) 的 次 序 , 即 可 得 到 如 图 5-6 所 示 的 结 
构 , 即 让 输入 信号 xz(n) 先 经 过 全 极点 反馈 网 络 互 ;:(=) ,输出 中 间 变 量 wu(n); 再 将 uln) 输 入 
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图 5-5 实现 NN 阶 差分 方程 的 直接 工 型 结构 
FIR 子 系统 Hi (>) ,得 到 系统 的 最 终 输出 y(n): 


N 
ul(n) = z+ Pauln—i) (5. 9) 
i=1 


M 
y0) = Douln—i) (5.10) 


在 图 5-6 中 ,对 中 间 变 量 u(n) 进 行 延 时 的 两 条 延 时 链 上 的 对 应 节点 (同一 水 平 线 上 的 
两 个 节点 ) 具 有 相同 的 输入 ,所 以 它们 可 以 共用 一 组 延 时 单元 ,因而 可 以 将 这 两 条 延 时 链 合 
并 ,得 到 如 图 5-7 所 示 的 直接 下 型 结构 ,也 称 为 正 准 型 结构 或 典范 型 结构 。 显 然 , 这 种 结构 
只 需要 N 个 延 时 单元 , 比 直接 工 型 结构 少 M 个 延 时 单元 (一 般 满足 MN)。 这 可 以 节省 
存储 单元 (软件 实现 ) 或 寄存 器 (硬件 实现 ) ,因此 直接 开 型 优 于 直接 工 型 。 


Xx(n) um) Hn) x(n) un) po 0) 
eo 一 一 一 eo 一 
z! ee 
Wil 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
| 1 
| | 四 
QN-1 ”by 
ay 
图 5-6 直接 工 型 结构 的 变形 图 5-7 直接 开 型 结构 


在 FIR 滤波 器 的 各 种 直接 结构 中 ,系数 b; 中 一 个 系数 的 变化 将 会 影响 全 部 零点 的 分 
布 ,系数 a; 中 一 个 系数 的 变化 也 会 影响 全 部 极点 的 分 布 ,因此 对 系数 a; 和 6b; 的 精度 要 求 比 
较 高 ,从 而 对 字 长 变化 比较 敏感 ,容易 导致 系统 不 稳定 或 产生 较 大 误差 。 直 接 结构 一 般 只 适 
用 于 低 阶 IIR 系统 ; 对 高 阶 IIR 系统 ,很 少 采用 直接 形式 ,而 是 将 高 阶 IIR 系统 变换 为 若干 
低 阶 ( 一 阶 或 二 阶 ) 系 统 的 级 联 或 并 联 来 实现 。 

3. 级 联 型 

将 式 (5.2) 昌 (x) 的 分 子 和 分 母 分 别 按 零 .极点 进行 因 式 分 解 ,将 也 (<) 表 示 为 零 . 极 点 
的 形式 : 
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A 款 ! (5.11) 


i=0 
N A 
下 一 Da Ta 一 cz 
i=1 


= 
其 中 ,ci 和 分 别 是 瓦 (=) 的 极点 和 零点 ; A 是 增益 (实数 )。 因 为 a; 和 6b; 均 为 实 系数 ,所 
以 极点 c; 和 零点 d; 要 么 是 实 根 ,要 么 是 共 思 e 复 根 。 将 每 一 对 共 罗 因子 合并 ,就 可 以 构成 一 
个 实 系 数 的 二 阶 因 子 , 从 而 


2M0 M, 
(1— gz ) 1 + + 0b) 
H(z)= 二 A 大 导 : 


Ni Ne 
Ila — piz 1!) Ta —aiz ! 一 ao2iz 2) 
i=1 i=1 
如 果 设 M 一 N, 即 bwri 二 bu+s 二 … 二 bn 二 0, 且 将 两 个 实 系数 一 阶 因子 组 合成 一 个 实 系数 二 
阶 因子 ,那么 互 (=) 就 可 以 完全 分 解 为 工 级 实 系 数 二 阶 子 网 络 级 联 的 形式 : 


(5. 12) 


E L Ex a 
H(z) = ATI[ Hic) = AIT a 十 pas (5.13) 
i=1 i=1 上 一 QI 一 Q2i 
其 中 ,= 六 CN 为 偶数 ) 或 上 一 人 (CN 为 奇数 ); 二 阶 子 网 络 所 (=) 也 称 为 二 阶 节 ,其 一 般 


形式 为 
_ 1 十 bz 一 十 bis 


H.(z) (5.14) 


1 az 
对 每 个 二 阶 节 H(z) ,都 用 直接 全 型 ( 正 准 型 ) 实 现 。 这 样 ,整个 滤波 器 就 是 L 级 二 阶 节 
于 :(z) 的 级 联 ,如 图 5-8 所 示 。 在 级 联 型 结构 中 ,分 子 、 分 母 中 二 阶 因 子 配 合成 的 二 阶 节 有 
L! 种 ,而 各 个 二 阶 节 的 排列 次 序 也 有 上! 种 ,这 些 排 列 方案 都 表示 同一 个 系统 函数 H(z)， 
因此 同一 个 系统 函数 有 若干 种 级 联 形 式 。 在 数字 系统 的 有 限 字 长 条 件 下 ,每 种 方案 产生 的 
误差 是 不 一 样 的 。 因 此 ,对 二 阶 因子 的 配对 和 二 阶 节 的 排列 次 序 , 就 存在 最 优化 的 问题 , 即 
寻找 零 .极点 的 最 佳 配 对 方案 和 二 阶 节 的 最 佳 排序 。 


1 一 aliz 


图 5-8 IIR 滤波 器 的 级 联 型 结构 


级 联 型 结构 的 优点 是 实现 简单 ,用 一 个 二 阶 网 络 ,通过 变换 系数 即 可 实现 整个 系统 ,此 
外 , 零 极 点 可 单独 控制 ,调整 cs 和 az ,可 单独 调整 第 ; 对 极点 ; 调整 ;和 bx ,可 单独 调整 第 
i 对 零点 。 级 联 型 结构 的 缺点 是 各 级 相互 影响 ,前 一 级 的 运算 误差 会 被 累计 到 下 一 级 ,影响 
运算 精度 。 因 此 ,在 二 阶 节 的 排序 中 ,尽量 将 误差 小 的 二 阶 节 放 在 前 面 ,将 误差 大 的 二 阶 节 
放 在 后 面 。 

4. 并 联 型 

设 MZN, 则 系统 函数 瓦 (=) 表 示 为 如 下 部 分 分 式 展开 式 的 形式 : 
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bz- 许 
H(z) 0 jo a (5.15) 
和 > aiz 


其 中 ,ci 是 瓦 (=) 的 第 字 个 极点 ; A; 是 分 子 系数 。 然后 ,将 其 中 的 共 生 复 根 成 对 合并 为 二 阶 
实 系数 ,得 到 实 系数 部 分 分 式 : 


HO) = ho+ > 3 3 te (5.16) 
其 中 ,A。 是 增益 。 这 样 系统 函数 及 (>) 就 分 解 为 K 个 一 阶 子 网 络 个 二 阶 子 网 络 和 一 个 
增益 常数 的 并 联 形 式 , 如 图 5-9 所 示 。 在 并 联 型 结构 中 ,可 以 单独 调整 每 对 极点 的 位 置 ,但 
不 能 像 级 联 型 结构 那样 单独 调整 零点 的 位 置 。 但 是 .并联 型 结构 的 各 一 阶 子 网 络 和 二 阶 子 
网 络 互 不 影响 ,总 误差 比 级 联 型 小 ,对 字 长 要 求 低 。 此 外 ,并 联 型 结构 的 各 个 子 网 络 可 以 并 
行 计算 ,运算 速度 比 级 联 型 快 。 因 此 ,在 要 求 有 准确 的 传输 零点 的 场合 下 ,家 采用 级 联 型 结 
构 ; 其 他 情况 下 , 宜 采用 并 联 型 结构 。 


[4 . | 

1 广 

1 1 

1 1 

1 。 二 

zl 
Px 

x(n) bo! Mn) 
ae 一 一 一 一 一 一 

| ol by | 

1 二 1 

1 cl |: 1 

1 1 

1 1 

1 1 

1 1 

~ ‘4 


图 5-9 IIR 滤波 器 的 并 联 型 结构 


5.3 FIR 滤波 器 的 结构 


FIR 滤波 器 的 当前 输出 只 与 现在 和 以 前 的 输入 有 关 ,与 以 前 的 输出 有 关 , 属 于 非 递归 型 
结构 。 设 FIR 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 h(n) 是 一 个 长 度 为 N 的 因果 序列 ,0<n 志 N 一 1, 则 
滤波 器 的 系统 函数 为 


H(z) = Dh ne C6. 17 


差分 方程 为 


y) = Dh mzrn—m) (5. 18) 
a 
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显然 ,FIR 滤波 器 的 系统 函数 及 (x) 只 在 < 平面 的 原点 x 二 0 处 有 1 个 (N 一 1) 阶 极点 ,在 < 
平面 的 其 他 地 方 不 存在 极点 ; 有 (N 一 1) 个 零点 ,可 以 分 布 在 有 限 x 平面 的 任何 位 置 , 这 取 
决 于 h(n) 的 具体 值 。 

1. 横 截 型 

横 截 型 也 称 为 直接 型 或 卷 积 型 ,直接 由 式 (5. 18) 的 卷 积 关系 得 出 , 即 输出 序列 y(n) 是 
单位 脉冲 响应 h(n) 与 输入 序列 的 zx(n) 的 线性 卷 积 ,如 图 5-10 所 示 。 利 用 转 置 定理 ,可 以 
得 到 如 图 5-11 所 示 横 截 型 结构 的 等 效 形式 ,相当 于 对 输入 先 乘 系数 ,再 延 时 。 
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5-10 FIR 滤波 器 的 横 截 型 结构 
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5-11 FIR 滤波 器 的 横 截 型 结构 的 等 效 形式 


2. 级 联 型 
当 需 要 控制 FIR 滤波 器 的 零点 时 ,可 以 将 其 系统 函数 媚 () 分 解 为 二 阶 实 系数 因 式 乘 
积 的 形式 : 


H(z) = Fhe -人 ww + biz + baz” (5.19) 


这 样 ， 就 可 以 用 上 个 二 阶 网 络 级 联 构成 FIR 滤波 器 ， 如 图 5-12 所 示 。 在 级 联 型 结构 中 ,每 
个 二 阶 网 络 控制 一 对 零点 ,因而 可 以 在 需要 控制 零点 时 采用 这 种 结构 。 级 联 型 结构 所 需 的 
系数 比 横 截 型 多 ,因此 乘法 运算 量 也 比较 大 。 
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图 5-12 FIR 滤波 器 的 级 联 型 结构 


3. 线性 相位 型 

FIR 滤波 器 的 一 个 重要 特点 是 可 以 实现 严格 的 线性 相位 。 线 性 相位 FIR 滤波 器 的 单 
位 脉冲 响应 h(n) 满足 偶 对称 条 件 h(n) 二 A(N 一 1 一 n) 或 奇 对 称 条 件 有 h(n) 二 一 h(N 一 1 一 
n)。 下 面 以 h(n) 偶 对 称 为 例 ,介绍 FIR 滤波 器 的 线性 相位 型 结构 。 

当 有 h(n) 偶 对 称 ,N 为 奇数 时 ， 


与 1 
MG = (办 所 旺 hnD Le (5. 20) 
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式 (5. 20) 的 结构 如 图 5-13 所 示 。 显 然 , 当 N 为 奇数 时 ,线性 相位 型 结构 只 需要 进行 
次 乘法 , 少 于 横 截 型 的 N 次 ,计算 量 减少 近 一 半 。 
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5-13 ”NN 为 奇数 时 的 线性 相位 FIR 滤波 器 结构 
当 h(n) 偶 对 称 ,N 为 偶数 时 ， 


¥-1 
H(z) = Dh [2 +2] (5.21) 
式 (5.21) 的 结构 如 图 5-14 所 示 。 当 N 为 偶数 时 ,线性 相位 型 结构 只 需要 进行 全 次 乘法 , 少 


于 横 截 型 的 N 次 ,计算 量 减少 一 半 。 


5-14 NN 为 偶数 时 的 线性 相位 FIR 滤波 器 结构 


对 第 三 类 和 第 四 类 线性 相位 滤波 器 ,因为 h(n) 奇 对 称 , 即 有 (7) 二 一 h(N 一 1 一 0) ,所 以 
只 需要 在 图 5-13 和 图 5-14 中 将 zCN 一 1 一 妆 的 传输 系数 ( 斜 向 左上 方 的 箭头 ) 设 置 为 一 1 。 
值得 注意 的 是 ,只 有 线性 相位 FIR 滤波 器 才能 设计 为 线性 相位 结构 , 非 线性 相位 FIR 滤波 
器 没有 线性 相位 结构 。 

FIR 滤波 器 还 有 一 种 含有 递归 子 网 络 的 频率 采样 型 结构 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 相关 
参考 文献 。 


习题 


5-1 如 下 图 , 写 出 该 数字 滤波 器 的 差分 方程 和 系统 函数 。 
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5-2 用 直接 工 型 和 直接 下 型 结构 实现 下 列 系统 函数 ， 
2 十 1.2z: 十 0.8z- 
下 一 人 0 
5-3 已 知 IIR 滤波 器 的 系统 函数 


3(z 十 0.5)(z: 十 0. 4z 十 0.13) 
z—0,2)(z —0.6z+0.25) 


(1) 用 级 联 型 结构 实现 有 H(>); 
(2) 一 共 能 构成 多 少 种 级 联 型 网 络 ? 
5-4 已 知 IIR 滤波 器 的 系统 函数 


7 十 3.8z :十 0.41z- 一 0.068z 
(1 一 0.2z 1)(1 十 0.8z :十 0.17z) 


(1) 将 互 (x) 分 解 为 部 分 分 式 的 形式 ; 
(2) 用 并 联 型 结构 实现 系统 函数 H()。 
5-5 已 知 FIR 滤波 器 的 系统 函数 


天 (克己 + 二 ja 一 4z-)(1 十 3z: "(1 到 ye 于 


(1) 求 该 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 h(n) ; 
(2) 用 横 截 型 结构 实现 系统 函数 H(z)。 
5-6 已 知 FIR 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 
h(n) 一 6(2) 十 0.56(2 一 1) 十 SG 一 2) 一 0.756(2 一 3) 
(1) 求 该 滤波 器 的 系统 函数 有 H(z); 
(2) 用 级 联 型 结构 实现 系统 函数 H(<)。 
5-7 已 知 FIR 滤波 器 的 系统 函数 
H(z) = 0.2 十 0.7z71 十 1.2z 十 1.2z， 十 0.7z 十 0.2z 
(1) 用 线性 相位 结构 实现 系统 函数 H(z); 
(2) 求 该 滤波 器 在 单位 贺 上 w= 二 x 处 的 频率 响应 H(e”)。 
5-8 已 知 数字 滤波 器 的 单位 脉冲 响应 
h(n) = 0.4"Rs(n) 
(1) 求 该 滤波 器 的 系统 函数 H(z); 
(2) 用 级 联 型 结构 实现 系统 函数 H(z)。 


H(z) = 


H(z) 


H(z) 
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